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On a Diophantine Equation, 
by 
KYOorogr OrsHI, Kagoshima. 


Mr. T. Takenouchi(') has recently made a discussion on a certain 
Diophantine equation and has proposed a very hard problem in his conclusive 
remark. The present paper is concerned with that problem, attacking only 
a very small part. | 

1, Consider a Diophantine equation 


Last Lese 
EM a BR (1) 
Gi VD 0 も の 
where æ,, %,...., x, denote unknown positive integers, « and 5 known 


positive integers relatively prime to each other and a > 0. 

In the division of a by 6 let the quotient increased by unity and 
the divisor decreased by the remainder be a, and r, respectively; and 
let those, in the division of aa, by r,, be a, and r, respectively ; and 
let those, in the division of ae,a, by r,, be a, and r, respectively ; 
repeating this we obtain the principal solution (?) a,, @,...., @, of 
DEE 

In the following we consider only the case r,#+1, 7,=1 (consequently 
73=7,=....=1), while Mr. Takenouchi considered the case r,=1. 

It can be seen at once that 


xi = テ ド 1, e=| PE | Li 
の Tr. | (2) 





MeO Worn. a ET SR (5504 
HN EL 6 
and that Gion Oe D ue (Vi: 
The following two natures are also to be noticed. 
Between the principal solution a,, æ,,....,æ, and a solution 2,, 


C23..+-3% there exist such relations that (° ) 





(1) Proceedings of the Math. Phys. Society of Japan, (3) 3 (1921). 
(2) ibid., p. 81. 
(3) ibid., pp. 80, 82. 
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1° e=a,+h,, y= Oly! + Jey, ae CR ogy gee cee En 
nso, 120 (1,2, ....). 
1 et i b 
"à o ara eh ee EURE 
44 A aan 4 a 
if iL gh eae 1 の 
キー キー テオ eee + ーー ーー 。 
di A, A; A, a 
1 i 1 1 b 
Le 4 157 = zu Toe 
Li Lo 3 Xn Cb 
1; 1 1. 1 b 
++ + — 5 
di の > T3 One の * 
her (+) (i) Ci) "incipal set of b 1 I 
where af, Ai, ses; Oy ale a principali SEL Ol 一 ee 
4 ME Xi 


To find the greatest possible value of x satisfying (1), we have to 
consider oniy those solutions in which no two Zs are equal. 

2. We are going to prove the 

Theorem. Let «,, «,,...., «, be the principal solution of the 
equation (1) where 7, defined in $ 1 is equal to unity, and @,, %2,...., 
©, any other solution such that x; < x: < .... <%,, then a, is less 
than «,. 

In the present section, we treat of the case where none of ん Zs 
vanishes. We shall require a few lemmas to start with. 

Lemma 1, If « and 2 be the first and second elements of the 
B Œ 


B , and 5 be the first element of that of —-— 





principal set of —— 
a+h 


(h+0), then 
8 < 1+ ha + 
1+% 
Let f,, &, and À, denote the pseudo remainders (i. e. divisor. 
decreased by the remainder) in the divisions of A by B, Aa by È,, and 
A(a+h) by R,+ Bh respectively, then we have 
A(e+h)=(R,+ Bh) &'—R/ < (R,+ Bh) 3’. 


Therefore 3° is equal to the least integral value of 3” which satisfies the 


A alza 
‚and p< Bs 


inequality 


Ao —RB,p" € h(B3! —A), or ーー の Nr. 


1 L 








Now since 
Ada 


[e BB A eb haha 
R — 


di; k, 





5" < 8-9", and => 6 _a+1, 
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it follows that 3’ is less than or equal to the least integral value of 3” 
which satisfies the inequality 


8 一 87 Er ey or ht Rats url 





PA 
Hence 
A — h+ ha +8 aio 
ーーー 
6 1+% ar ees ER SF 
Lemma 2. Leta,=ax,%,....%,, and Baur La AR WEIN GE 
a DI 000 ae 
ii ae Gr ui AE + 





di Di; hy 
For the proof of this we may refer to Mr. Takenouchi’s paper, Le. 
pp. 83-84. 
Now we turn to the theorem. 
Putting A=a, B=b in lemma 1, we get a,’ <c«,. And this gives 
two results: 


/ 
a aa dh 
PAS oak 1 o and ニー ニー = On 
b, 7 ù 





Also we have, by lemma 2, that 


の ン U a, +h, . 


b, b, h, 


Hence from the last three inequalities, we get 





の MO, Oy 
b, 7 
By repeating the similar argument as we get a,’ < «; from the 
eo ice we can show < 1.6. Cn < Ons 
3. Dealing with the case, where some of A’s vanish, Mr. Takeno- 
う 
uchi has tried to give the proof of 


a. eh (1) 


provided %,=0. To make sure of (1), he has intended to show that 


, consequently a;'’ < a3. 





Cpe ER « abl (2) 
provided h,=0, since (2) is a sufficient condition for (1). Again, to 
make sure of (2), he has shown that, except some special cases, there 
are two natures: 

BI Usthen shy a, < の iz | (3) 
Ba and at: ani. de (A) 
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then Dia? NO et 


And he has concluded adventurously that, from (3) and (4), 
always follows (2), and consequently (1), except the special cases. 

I dared to say “adventurously,” for there are many cases, besides 
the above exceptional ones, in which we can not apply (5) and (4), and 
consequently (2) can never be deduced from this point of view. 

I take an example to explain this. 

Consider wen Del, ha 
Then we have ar=8;a,= 57, a, =17151, b= 44, x} =9, 








5 b 1 b, a 
since — eee Im oe le 
a Ath: - a, db, 
Hence Oty = lOO の AE TS SR an 


The last inequality does not satisfy the assumption of (4), and we 
can not apply (4). It is evident that we can not apply (3), and that 
this case is not involved in the exceptional cases, in which he has given 
a full discussion and which are indeed 

(1) Melon ie (see p. 85) 

(ii) Gaz. an = me PE GARE 3, Eee 
Moreover it may easily be seen that we can always consider k such as 
h,=0 taking » sufficiently great. Hence this is a case which has never 
been considered at all by him. 

I have thought whether some slight modification in his method 
enables us to show (2) or not, and have tried to replace (4) by (4) 
and (4): 


If h;=0, = d'en d'a Ra e n 

then A 2 Od (4) 
If he 0, Ay LE 0 tend "ees cana nane 

then CO ee aa (4’’) 


The above replacement can be done easily by reading through once his 
proof of (4). 

But, to my disappointment I know that, only in case h,=0, 
h,=h,=....=h,=0, we can deduce the conclusion (2), from (3) and 
(4), and that it is perhaps impossible to apply (4’’) unless some new 
discussion is developed. In fact, there can be found no simple way in 
the process of his original discussion to ascertain the assumption 

GO (5) 
when A,._,*0, although we are sometimes able to ascertain 


ake} ee. a, (6) 
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when /,_,==0, (6) being a necessary but not sufficient condition for (9). 
To make up for this defect we must develop some discussion. 

Indeed, we can establish also our lemma 8 in case 7,=1, in a quite 
similar manner as in case r=1, 7,=1. This lemma will serve to 
ascertain (5) and to make (4’’) applicable. Thus we get always (2). 

4, We proceed now to discuss the case, where some of /s vanish 
and A,=#0; the case X,=0 reduces to the problem already studied by 
Mr. Takenouchi. Thus, our object is to show that af, < a,,, for 
every k, for which h,=O (k= 2). 

This will be attained(!) by showing that 

Gailey Pe ie Oy 」 
for every k for which h,=O(k=2), a,_, having the same meaning as in 
lemma 2. To see the last fact we also require some lemmas. _ 

Lemma 3. li x, =«/ then a,a,’ で の oi wi 

The proof of the lemma is divided into four parts: [i] a, = 5, [ii] 
a,=4, [iii] «,=3, [iv] a,=2. We shall first consider the case 








Bon. 
From the assumption, it follows that’ 
b, | b i 
Ben ae a a nod: ia 
Da sfr PI + ed Ti 
b, rh a, a の 1 a 
or dre Sato and consequently x, < 2a,+1. (3) 
) 


On the other hand, a sufficient condition in order that a, a) < aa, a, is 
that 


ala, +h MA Sa Ca 














bh, I, 7 
or ath < > } 
gio pani ma 
hi, h, 
Hence making use of the relations (3) and 
a | a 
ss 
aah hy 7 oe a+2b 
ん hy 
Paty For, a, =| + = ar EB 1 ( = +h) ] 1 = Ana >= — Da ke 


Bnd Opa j= OO 」- hy or ea 
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‘it is obvious that a sufficient condition in order that a,a,’ < aa,e, is 
that 


2a+b — aa, . 2a 2b Er 
Ba de Ge ne 
The last inequality is satisfied when a, = 5, for we have from (2) that 
ia CA D Le NO” (a,—l)a,tlZa,. 
b a a;,— 1 


It now remains to consider the cases [ii], [iii] and [iv]. Each of 
them, however, may be treated by a method similar to one another, so 
that we shall here take the case [iv] only. 

LAY | vee oe 

In consequence of lemma 1, we get 
Xs << 1+2h,+@ R 

1+4, 
Hence we shall show that the inequality 
(25: ar = ni = 2a, (4) 
t 


will moe good all the time except some trivial cases, instead of showing 
a, a, ぐ ANA. 
Now from (3) we have 2+h,=a”, < 2&,+1=5. Hence h,=1 or 2. 
When A,=]1, the inequality (4) which we propose to prove becomes 
DI en er at ee 
Therefore there are two trivial cases when the above inequality is not 
satisfied, viz. 


a,=5, 7, 
observing(') that, (1°) a, and a, are relatively prime to each other, (2°) 
a, = a,(a@,—1)+1=3, (3°) 8=a,+h, ze Sa! cit +2h +: _ _3+0 








1422 2 
If a,=5, then a,’ < (8+a,)+2=4, ie. a,’ = 3. Hence 
Oy, = (ai) of 638 Cab ani. 
If a,=7, then a,’ < (3+%)+2=b, i.e. a, =4. Hence 


CR) =O pny) Oy aA Tod 





(1) The nature 1° follows from the fact that r, defined in $1 equals to unity; 2° 
follows from (2); and 3° follows from the assumption ani lemma 1. Im this case 2° is 
of no use. It becomes however useful in other cases, 
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Similarly when /,=2, we eee Gy ta, CRE. 

ening. 4) Mer 2 = Aa: の at = daga. On and 
ats) = e,_,, signs of equality standing only when k=2; then a,_, a” 
220 0,14 191 RP Oy. 。 

When k=2, this becomes lemma 3. We may therefore suppose that 
k=3. The proof of this lemma is also divided into three parts: [i] 
oc ちの = 4, [ii] a©°=8, [iii] a&°=2. We shall first consider the case 
i af 4, | 

naar men, 0 = an (art Hi.) UR Ina) à 1} 
Oy yy +1 


<a + Megas) | CA Mn lan + Ox_z) } er (by 2° &(2)) 


Digli -1 
the sufficient condition in order that a,_1@f7D < da, a,....a, is that 
Teen ey Nyy) § y+ Ny _1(Gy-2 + 6。-。) | ar, ・・・ (0k-。 Nyt 1) 
or ala — GR... : y) 


thy fay 203 Ue. ste SE RR i) (ascot Oy to) — 00; » xe Deke a À 


Again since by 2° the quantity in the first parenthesis is negative, the 
sufficient condition becomes that the quantity in braces is not positive, 





1.e. 
an NE On Oe he 
dii euer 
po Ano + O2) 
me 
= ーー、 (by (2) 


oo (ogee 5) OK 


Now the supposition af? = 4 gives rise to the relation @,_: > 30 2, and 


k- 


4 : . o 
SO G,-2+ be and the assumption 1° gives rise to the fact 


. 


IE O (ku Aro 
iper : [oi To 2 
Hence the sufficient condition becomes that 


ee OF (2 del: —1) 


Nee $y, ih hi; ご 








EAN SENSE REC の 
9 1.0, Deo fds, 40 
or | | el ae em (9, &Og_2 1) i 
li "osta 4 do 


Further, from the second part of 2°, we have 


(A LI 


he k—2 : 
Ay =2 aires Ari 








(1): This can be seen in the same manner as (3) in lemma 3 was seen. 
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| FIORE a, COS AA ere 
and so LS >> > 
i, -2 Ak-1 y: 


pu AA. ee ぴー e 


From the first part of 2° it follows that, when % = 4, 








CC ti 
y 2 at at ーー An). ‘ze Oy A AX, the whey + 19: 
Dé op | 


and when k=3, 











a): 


Therefore the sufficient condition becomes that, when k= 4, 


1 3 2 
a AX,..Ax-2(00,. (Ct i = ARE (ace. 3-1), 
and when bed; Besen (= er — + Ne == <3 AX, fi ae —1) 5 
a; 9 7 4 


The former inequality is satisfied by all values of aa... ..@A;_» which 
are not less than aa, a, > 18, and of af = 4, while the latter, by all 
values of aa, which are not less than 6 and lof chs?) == 4, 

anh a 23; | 

From the assumption 1° it follows that 


29-2 + by» 


3 NE eee it 


が 
Hence we have A,.,=0,1,2 or 3. 
First suppose that A,_,=0, then it is ciear by the first part of the 
assumption 2° that we have a, a? <ac....d;,. 
Secondly suppose that /,_,=1, then we ee three cases :— 
Case 1) の テー aie ee ir 
Case (2. mes ee Rz, 
Case Au Sir meh: | coh fo 
In cases 1 and 2 we have 4,=0, which is contrary to our supposition 
stated at the beginning of this section. 
In case 3; we have a,=2, A=1. Now by lemma 1 we get 
l+hka,+a; _3+0, 








3=a/ < — L= ND = Ca EE 
1+h, 9 = 
and a. Lt he! +0; na 4+0, = 3+ 0; CAA 
1+h, Den 





(1) ©, and &, are relatively prime numbers. Hence &,+4, 
(2) The fact o’,;<a, can be seen from the first part of the assumption 2°, 
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り 十 W 
Therefore a,c," = av, x, 43 -< a'3"4: os ee AR Ye の Oy Olen 


2 

In a precisely similar manner we have a,_10, < @0,....Q;%, SUp- 
posing f,_,=2 or 3. 

Eu tee 9, 

The similar argument as an may be の PR too. 

Pen ba I ani ig AO ty —a$ then 
ETS de Ne? Ta PRE AP 





When k=2, this agrees with a part of lemma 3. We may there- 
fore suppose that k=3. The proof of the lemma is divided into many 
parts according to the value of «.. 





First of all we suppose a, =5. 
We notice here four natures which are immediate consequences of 
the assumptions : 





Be AO, ‚k-1l. 
{AAA ME a ae = 21, c3=00,(c,—-1)+1=421, 
and ーー RU NET 
Po 2-1. 
Ja 47。 。・ ka 
De cn TERRE: DE See ee ai, 
) dis ua ya b 


(a) is a consequence of the relations 
RD hand Dep Oe ey (で ダーク 9 ルー) 
and (5) is that of the assumption @,=5 and the formula (2). 
(c) can be seen from the following consideration : When A, is supposed 
to increase from zero to infinity, «,' will decrease from a, to wi. Be- 


sides, when a,+h,<a,’, then a, + ieee 


2a | 
mn Hence if we trace two curves y=/(h)za,+h and 


; and when a, +, Ze), then 





y=€(h)=@/, and pay attention to the point of intersection, it can 
a. 2a 
readily be seen that a/ = 77, or a) S2a,—1. 
a 
Prreiöllows from the facts: als <a) oo, (<a) <a, etc. 
Indeed, for example, take a fact 7%,_,<a-”, then we have 








il = 1 ーー 1 SS by: 
pug af ソー1 ee | Ser 
Dy 





(1) This comes from the fact 4, «a, (@,—1)+1221. 
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La De ST L x ik wh 1 a 1 っ Da > 4 
VERS bj 
Ars Lys Ts ーッ Cr-1 An-5 Les 
DA, _ ba 





and AA this follows the relation x,_,< - 
k-5 


We now proceed to show the lemma. At first let us consider the 
case k=3, and prove that ax, 2,03" ご oi a. 
From (d) and the assumption x,=«,/’, we have 


OG FY 


OL; Ty hy < 37 Ws Ws ・ 


Also we have a set of relations :— 


a, 











por St, 
ER (by (e)) 
L 
/ fo ey rs 
da ei Ot tha < ME Seri + Pia Benz (by lemma 2 und (a)) 
DI b, hy b, 2 2 
54a, 
= (a la (by (0) 
21 
a 54a 540, 
oi に IR bess 2.0 sus bv (b 
| Fa Save eine (by (0)) 
Hence we obtain 
54 54 
ne SOHLE Qty < AG; 
149 3 n un BR ot] ら 1 PD 1 


Next let us consider the general case k=4, and prove that 
ee 


In fact, we have as before a set of relations: 





<a 

N be) dv. en 
by 21 js 

a, 54a, _ 

a = < 4a, —6, a,’ =4a,—6, 
b, a: i FES 


As A» "4 hy, ーー の ds "19 
PELLI SETS ri 4da,—6)(2a,—2), 
b; b, he bu 2 st ( 2 )( 2 ) 


as" = (40,—6)(2a,—2), 
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Gor ave, 0 と の a. +2(20,—2 


aD 2 


ei Z (4, —6)(2,— 2)", 


DE (da, —6)(2e,—2)' 








one LR Sr le ae ae dd Dene We le). ie nn. nl ele ala he. i Lo 





af? S (doe, —6)(2et, 2), 7 


Consequently we obtain a set of inequalities : 


a 1 a; gi=2 /・ 
Cia nc aga pp ee A Ol ae Oss kee k—d 
a zn 2, ( ) 


上 sk=3 
al 2(2a,= 27. 


Also, from (d) and the assumption @.,_1= af", we have 


k-3 
lke li J ,i-2,99%-3 
v2 ne) 
Bde blk yee ON is (AN 2) 
if) Losa 9 


ee ee ee 
eee Pe eA dla) TE 
On the other hand, from (6) we have | 
| ; 
\'gi-2 
. Ae atl. 
065 alt= 1)? al — 1)? 107. 
Therefore a sufficient condition in order that di. Li - AT u, EUER Ob 


is that 


Ski 


GI) > rt の Wi (> 一 1)" BAYS 


K—4 


OT (a, —1)"* TEE ten 
Since a,-1>2', the sufficient condition becomes that 


ok CEA 4 


Ca aa ORDER 


+k-) 


or De a (kA). 


And we can see, by mathematical induction, that the last inequality is. 
really true. 

The remaining cases i.e. &,=4, 3 or 2, can be treated by an analogous 
reasoning as the case a@,=5 in the present lemma and the cases (ii), 
(iii), etc. in the lemma 3, 4 were done. 


The similar treatment as before will also enable us to establish 
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Lemma 6. I 2, >a, Dash... (ag OR) ye ir 
then Xe OS ae eae 

Combining lemmas 3, 4, 5 and 6, we have 

Lemma’ 7 En ea, m. ass aa 
then ete. Cece (hh TA) 

4, Lemma 8 I (1°) Doe OT Bie oe ee: Cepia e 
(2°) va Pan, ,....&,, and afDZa,, equality signs standing only 
when fet 1 then a... HD a ctr bale 

When k=1, this is nothing other than the lemma 7. Hence we 
may suppose k 2. 

The proof of this lemma is so similar to that of the case &,=5 in 
lemma 5, that it is hardly necessary to write it out at length. We have 
only to observe the following. 


an 


1 1 
Since a Crau ( ) 21 Lago? 
bi 
we have AL, oes = al Tag HE > 


ぐ (0 十 10 の に OKE br) 
Hence there exist four properties analogous to (a), (b), (ce), (d) in 
lemma 5, viz. 
(a) h 22, 2=k+1, k+2,...., k+1—1, 
(b) “a, = (Mas al, Aal and oe 
((=k+2, に M sh 





(ec) al, <2a®fD_1<2a,—1, (by the second part of 2°) 
(d) N > Arrı-3 < Alia y...) Uny las 
D413 sys k 
OR, ERTL ran 


We can get the result by the same method which we applied in 
the proof of lemma 5. 
5. We are now able to prove that 


dg 107 Cat, 30 providee MA (5) 
For, let A,’ be the first one which vanishes. Then we shall have 
UR ROC ARE (6) 
Indeed, let us suppose that two sets of numbers x,, ®:,....,% and 
a,,a@,',...., a8 are, for example, such that 





(1) This inequality follows from the fact ay < at!) 

(2) Ifa; <5, then a, =2,0,=a, = 3, since a, and &, are relatively prime numbers. 
From 2°, we have &,>0,/=2 and a,0,/=ax,0,/<ad,a,=64, Hence &;+h, =%,=2, 
which is inadmissible as we suppose h, +0. 
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! k! 1) 


/ = II were // 4 
U >, Va 2g, L=, <a, ir le 


First apply the lemma 8, putting there k=1, 1=3 ; we have then 
CAL a CL 
On the other hand, we have, in the same manner as we treated the 
case when none of A’s vanishes in § 2, 
al'<a,. 
The last two inequalities are useful in the next application of the same 
lemma, since they satisfy the assumption 2° when k=4. 

Next apply the lemma, putting k=4,1!=1; we have then aa, <aa,.. 
..a@; Also we have a,?%<a,. These two inequalities shall serve to 
the next application of the lemma; and we repeat this process till we 
arrive at the results 

RS TO TT ARR TE (6) 
and consequently af) < Oy 41. (7) 

Let A,’ be the second one which vanishes, then we have, as 
preceding, the result, corresponding to (6), which is a part of (5). It 
is to be noticed that, in this case ay, =af-D+h,=@7D, so that from 
(6) and (7) we have 
È DINT 
and ARP < rare (7) 

These last two inequalities shall serve to the applicability of the 
lemma. 

In this way we have the result (5). 

Thus we have completed the proof of the theorem stated in § 2. 


Sur lc champ de gravitation dans l’espace vide, 


par 


KINNOSUKE OGURA, à Paris. 


Le but de ce Mémoire est d'étudier quelques problèmes sur le champ 
(statique sauf que les paragraphes 10, 11 et 12) de gravitation dans 
l’espace vide. Comme loi de gravitation pour l’espace-temps 

dei 20 dla Ot, eine Te 
je prends 


E 








py 


Bee SM Ba a CT o/Sg 
wong WS 








mais je ne considere pas la loi modifiée : 
ルール の >・ 
Quelques-uns des résultats ont été déjà communiqués à l’Académie 
des Sciences de Paris(! ). 
TABLE DES MATIÈRES. 


Une methods de l'intégration des équations différentielles de gravitation. 
21. Les équations de gravitation. 32. Trois conditions d’integrabilite; la forme de 
f, 23. Une remarque. $$4-5. Exemples: la forme de Schwarzschild-Eddington, 
etc. 
Quelques généralisations d'un théorème de Liouville au chanp de gravita ion. 


26. ds? =f?dti?—x?{(x,,,,x,)(dx,? +dx,?+dx,?). 


da ,? +dx,? +dx,? | da," +dx,? +dx?, 
2 7-9. ds? = f?dt? — iL 。 40: dg? edt? — is 
é ; (X, +X,+X,)° 6 7 (X, +2, +4,)? 


avec la condition fc, (X,+X,+X,)’>1 pour l'infini; une solution non-statique des 
équations de gravitation. 9211-12. ds? =f?(t,x,,x.,,æ,)dt?—dx,? —dx,? —dx,*). 
Sur les rayons lumineux et les faisceaux naturels des trajectoires. 
2213-14 Les équations des rayons lumineux; un théorème géométrique. $15. La 
courbure des rayons lumineux. 216. Le système de courbes sans détours. 217. La 


relation entre la courbure des rayons lumineux et celle du faisceau naturel des trajectoires . 


Une methode de l’integration des équations différentiélles 
de gravitation. 
1. Soit 
ds'= ft — do? 





(1) Voir K. Ogura, Comptes Rendus, t. 173 (1921°, p. 521, p. 641, p. 766. 
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= fd’ — H dx? — 万 メー Hy dx} 


Vexpression de l’intervalle élémentaire d’un champ statique dans un espace 
vide. Les fonctions 7, 万, H, et H, ne dépendent pas de #, et les tenseurs 
de Riemann-Christoffel contractés P,,, P,, ...de la forme ternaire 


de = dal; OO x H, do? = H;/ das 


devienne:t 










































































ー アー ANS cell Qi ), 
ER A; n も dal ta 
np Hd + Q; DAI 
la Egli à à 
si OH, __1 OH, oH, 1 OH, a) 
Nc i NC ES "on, Hd de 
Ae eae Cao Ho, elt tn OH, «I 
TS or ee der ca. or Ay ver. “Ox; 
pt (2 1 hem 10508) 
pa oe or I e EN ガウ CE, 
ou 
ahs eae ee an の e tr iS Gis oli 
CONTRO ox, \ Hs, Ox H? Ox, Ox,’ 
pee È SH wat E OH, \ al OH, OH, 
Beiter ON Ee si Ox, \H, Ox, Or, Ox,” 
i SII の I WERE 1 OH, OH, 
” Oa, \H On, le oH à Hy da, dx, | 
Je me borne maintenant à considérer le cas où 
(1) 10 AV Py=0, ALE ). 


D'après la loi de gravitation de M. Einstein nous avons(”) 


(1) a (een Li HH, =) 2 (ie CAR 
dx, \ H 9m ic. Hf cus の あい HN 0% 
2) CAC D eno ame IA 

| | AA 


COA アル Om Os He Ox, Ox, H: Ox, Ox; 


(2) Cyl OH) oe some iene, OAs Of 
° Ox? H Ox, de, H? Ox, de, H? da, Oz, 
































+fPr, 


4+ fPiy 


(1) Notre méthode est applicable au cas général, mais 1。 résultat devient alors très 


.complique. 
(2) Voir H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 4° edition (1921), p. 219. 
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ay _ 1 “OH; of HOT rey. bol O8 PAP 












































(2); ーー ニー 20 
Or? CH da, Oa, HE On, ch. HF men 
(3), Of _ 1 9H of , 12H Of ニ 
Ot, Cts. 0a oem aa 
(3), oy Re of ta; cHe, | 
È Cece. 7 200, OR ool, NOT ach 
(3), PORN SR AA 
cron ON Oo A, Os: Dx; 


Nous allons chercher les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions H,, H,, H;, pour que la fonction / existe. 
2, Tout i ord, en tenant compte de (2),, (2),, (2),, l’équation (1) 
peut secrire 
an Rimor cs Di (Bho: DR Sn day, a 
H, 











‘H, On, 0x... H2.00,..02. BE Cr on, 
(A RE LR PEs ES 
HOS, QU NET. Hi er Te 

RE (LORS 











EL: “On, oe SH? Salome aa, RE ER ES 
eh ( H, 0, | 8, OH, ~ HH off 3 of 

Hi 9a; (0: dx, Hi | Om, 402 
EINE: Ber OH; 0 RE ES n KP) 









































PU de a 
ish AS Oi, a Bp ara og > H? Or, dx, 
so (a OH, H oH, HH, OH,\ の 
Hi; Ow; “Hy 9 H} Oxy Om, 
H, H: HE Br 
= <> es P,)=0. 


Nous avons oe 


Pu pf + P33 — ( 

en | 
“Hi 4 Hi Hÿ 
HQ + H09.+H,9,=0; 
c'est la première condition nécessaire pour Vexistence de la fonction 7 
exprimant que la courbure de l’espace ayant l’élément linéaire do est 
nulle. Si cette condition (II) est satisfaite, nous trouvons 


H? ‘ 
= ーーー ーーー 9 rene = = 29 Pes 
i ILE % = TH” es FA 





(II) 








P, 
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Nous allons maintenant écrire quelques-unes des conditions d’inté- 
erabilité des systèmes (2) et (3). 
De l'équation (2), nous avons 


の re ee SPH CH ope HOH, 07 


























da Dda Of, >08 da, H? Ox, dx? H? Ox, 90,0%; 
ie log Be of = “(+ a 
da, èx. dr, da, H Om, > 
M EN H off, ) SC ry Teed, 
CLIN 00% agi Funi Do 
D es ok, DR 2 
Ox, \ Ox, 0x, On, On, OX On, 





ee ae es © log H, H, OH, 2 log H, 
2 Ox, Ox, H} 9x, da, 
A RO DRE NE の Pa | 
H2 DR... 02, ONE NO の 
CA ii pe A, OH, © log H, 
On, 











HP #02 70; He Or, de, 
_2 (Fi BY], (2H, 25 7) 
eK Ox. Cum tia Om Mi 
d’après (2),, (3), et (3). De Tequation (3), nous obtenons 
© ( oF je OF + 9 log BA. Of) 167 log Hr. 























Ox, \ Or 9% Of, ‘O7 Oe, 000% © 02,02, 92, 
log H, ヴ 
On,” OX, 
aes Cr © log H, © log H, + Glog H, © log H, 
Ox, \ Ox, Ox, Oa, Ox, On, 
US of = log A, ee je (売り 
Ox; | on Di Hz \ dx 


ER os OH, Clog H, ar 
Oty Eee Or, CT) 


d'après (2), et (3). 


Posons 
© GEN. WO Of of i: 5 
ON Ca dx; = A +82 +72 19; 


et calculons les valeurs de «, 8,7 et d: 
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sap, (1 0H 1 3m Om, 1 om 
n Sen, cor à RS PE EE A 
Mec Gp oat, hood, E) 








ACC a Odie DEN On ram, 
















































































$ ne IST, OH, OH, 113 08, a) 
H;? \0x,02, I, Ox, Or, Hy 9% da, 
EI 
H; 
5 SE OM (Pu, Pa) 
Cty fel AE ERDE Fr 
の 
— n, Bi oH, pe 
dx, H,’ Ox, 
Par conséquent, pour Piece GEE, soit égale à 5 ( 2A ル il faut 
Om dd 0%; Nor, Ot, 
que | 
m (Fa Pay (1 u, Ps 2) po 
I, HJ Ox; H, dex, H, dx, 
De méme, si nous posons | 
Ty=H{ = - Ps à ER fat I ’ 
fie à © H, Ox, Hi da, 
men), | AB, Be, 98, 
Ha Ish Sa PRE Ha 
r= (Pu Pu), u, Vom ea 
j ta ERE a E Hd, Wa; Hess 
1.= (Pu, Po) at,= 1 Pa, Pa Oh, 
TERE a fe 3 Of -H Dx 
UE at TAC PER dad eV: 
L zahl Br SN 07 ZA 22 | 11 y 
YN? Hi 5H, Ox, H? Ox, È 
IHR) M,= Hu, Fa OH 2 i 
Du, Hi, Ox, BD’ Ox; 
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nous obtenons les six équations suivantes : 








dio pee es LT = Myf, 
(4 ‘da, OD; OX; | 
| Li, a = M; f ) DE Mnf, tag is 
L 


Nous avons York la deuxième condition nécessaire pour l’existence chi 
la fonction f: 
(III) Mg, is M,, Ga): My Pa My, He (=4,); My = N; Mo (= As); 
Ln Ls, Ly Ly, Ls Di 
puis la troisième condition nécessaire : 
DA; _904, dA. _ OA, OA, _ OA, 
Ce mo om ior Naor, anon? | 
. Si toutes les conditions (II), (IIL) et (IV) sont satisfaites, en intégrant 
(4), nous trouvons 


fee 
C étant une constante. 

3. Mais il ne faut pas croire que les conditions (II), (III), (IV) soient 
suffisantes pour l’existence de la fonction / qui satisfait aux équations 
(1), (2) et (3). En effet, si nous prenons par exemple 

H=a/’—-2,,. H=1, .H=i, 


























(IV) 


fA,dx,+A,dx,+A,dzx, 
| 2 


nous avons | 
2 2 























Pı=0, Py= —— 12 75 ニー 27. 
a ze Dn 3 Ci ca Lg 
bb, DU アア ュー リ 0 ; 
4 | 2 
Ly= x Ly; en a La = Ly= 2, L= a Ls= ba 
の > a Kg の > asi Ls 
| 4x. dx. 
Ai == 0, Me = aie) Ma = - FER. 
Ly? — tg Ly — Xs" 
. | 4x Ay. 
Ma ==(, M,,= — i M3=— ——, 3 
(té — a) (2° — 03) 
2% IR: 
bd; ニニ 0, 726 = 人 9 Ae = 3 . 
9 2 9 2 
Uy — Ws Tr —% 


Ainsi toutes les conditions (I), (IT), (TIT), (IV) sont satisfaites, mais la 
fonction 
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2radta -Irzdra 
f=ce "°P ca x) 
donnée par (5) ne satisfait pas à Tequation (1); car 
E ES — の | _ iy EG _ ef) | =4(x,?+ a7) 0. 
2 OX, 

Par conséquent, il faut examiner si la fonction f donnée par (5) 
satisfait aux équations (1), (2) et (3). 

4. Pour montrer quelques applications de la méthode que nous venons 
d'indiquer, nous allons commencer avec la forme de Schwarzschild- 
Eddington('). 

_Prenons la forme 
de = da," + de? +a? sin’ à, dr. 
Nous avons 
Ds : Py=e(e—14+ =a, i’), ase Ae-1+1a i )sinte, 
a 2 ; 2 
P,=0, Pa=0, P;,=0, 
ou laccent désigne la dérivation par rapport à x. Done la condition 
(I) est satisfaite, et (II) devient 
の ん +e-1=0, 








d’où 
Am A 
e=(1- ) (m etant const.), 
Ci 
et par suite 
2m m m 
RÉ „=, Ps sine. 
(1 he 22) Ti Xi 
Di 


Puisque l’on a 
Ly, = Ly=0, L:,+0, L;+0, L;+0, Ly=E0, 
M,=My=My=My=My=Mx=0, 
en vertu de (4), / doit être une fonction de la seule variable 2,. Dans. 
ce cas l’équation (2), prend la forme 
Big 
da Pry dx, ” 





d'où 
er 


f=ce ? (1-27) x 


Li 


(1) I y a plusieurs méthodes de l'intégration des équations de gravitation pour ce 
cas, Mais je crois que la méthode que je vais indiquer est une des plus simples. Pour 
une autre méthode tout à fait différente, voir K. Ogura, “sur la théorie de gravitation 
dans l’espace à deux dimensions,” Comptes Rendus, Paris, t. 173 (1921), p. 909. 
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e étant une constante. Nous avons ainsi trouvé la forme de Schwarz- 
schild-Eddington: 


2 
(6) ds = (1 e) uf da, — x,’ sin’ x, ds’ ( ab: 
è À Te 





Ti 
5. 1°. Cousiderons maintenant la forme 
(7) do’ = H (x, %) da,’ + H (a, +.) dx + dx. 
Si l’on désigne par K 


DER. > SAI S| 
Hb Or NX HU or; ONE “Ox; 
la courbure totale de la surface ayant l'élément linéaire 
(の on = Hy’ (0%) dx "+ H (x, 8) dx, 
‘les tenseurs P,, peuvent s’écrire 


リー ワッ ルン en aE el aC P= (Q, 








P3=0, er Us ee sO; 
Ainsi la condition (I) est satisfaite, et (II) nous donne 
HEC 


d’où 
P. u=O0, Ey 0: 
Par conséquent, l’espace vide ayant l'élément linéaire (7) est euclidien, 


et les surfaces x,— const. peuvent être considérées comme des plans euclidiens. 
2°. Prenons ensuite la forme 


(8) do’ = dx + cos’, dx,’ + cos’x, cos’x, ds”. 
Puisque 
Er, Bra, 32 COS 2) Cos 7, 
Pa=0), Py=0, La=0; 


la condition (I) est satisfaite, mais pas (II). Donc il n’existe pas d’espace 
sphérique vide( * ). 


(1) Il ne faut pas croire que la surface en dans l’espace avec l'élément linéaire 


do soit un plan euclidien. En fait, la courbure totale K de cette surface est égale à 
m 





IC 
1 
(2) Si mous considérons la loi modifiée ガー ハッ au lieu de Ryy=0, cet espace 


devient trés important. 
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| De même, on peut démontrer qu’il m’existe Ha ee hyperbolique 
vide ayant élément linéaire | 


(8): « do°=dxP+ch°x, dx, + ch’, eh?s。 の ip 


Quelques generalisations d’un théorème de Liouville 

au champ de gravitation. 

6. Dans la géométrie euclidienne à 2(n=3) dimensions nous avons 
le théorème suivant (dû à J. Liouville pour le, cas où n=3): : Pour 
que l’élément linéaire de l’espace puisse être représenté par la forme 

do = {aies ee dr or di?) en, 
il faut et il suffit que 
À=const., ou =." =, 
(%—) +... + (Cn Ay) 
C, A,...., A, étant constantes. | 

Et Pon sait que pour démontrer co théorème analytiquement il suffit 

de considérer la forme(* ) 


KG) EX) 
ou X;(x,) désigne une fonction de la seule variable x,. 
Considérons maintenant un champ statique de gravitation dans un 
espace vide. Quand Vintervalle élémentaire prend la forme 


ds =f? dt —do’=f* dt’ — 2)? (a, %, 2) de +de; + dr), 
peut-on mettre la fonction ん toujours sous la forme 
ee Se ee 
(& —,)?+ (@,— 43)’ + (2 — 43)” 
Non! En effet, si nous operons dans (6) la substitution 


A=const., ou: A= 


FRE : È , 
Et à Lisa > ©C=r SID © COS La, 7 — MEL Gy SIN D) es mo 
74 


nous obtenons 
(6) ee tl (142 = di (da*+ dy? + dz’) 
(r=V FIST), 


(1) Voir L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, ‘® édition (1910), 
p. 636. 
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ce qui tend vers 
ds? = cat —(dx° + dy’ + dz’) 
pour l'infini. 
Modifions un peu notre probléme et cherchons tous les espace-temps 
dont les intervalles élémentaires prennent la forme 
dr +dx+ dz? 
EX (a) + Xe) + Xe) 
7. Pour cette expression (9) nous avons 
1 
X) + Xe) + X,@) | 
(A+ D+ Xi)” + Mo" HK) — 2 NYP + + I Sa 
(X, + X,-+ X;)’ 
_ KK HB HK) AMA KX, a) 
(X, + X,+ X;)’ 
(Xi + Xt Xe) Mi + Xa! +20) — 2X7 +X? +X) 
Bee 
1; U, 10 
ou X, désigne la dérivée de X, par rapport à ,. La condition (I) est 
done satisfaite, et (II) devient 
(II) AK +X + KL + XL" HK N) IK HK HN D=0. 
Par definition, on a 


PK OG A LIRA") 
De Eg conn a SS aE RRR RS BR Tt Ee A 


(9) ds'=/*dt?—do'=/"dt' — 





H= LH, 





(10) 





X, + X,+ X; 
NE N ale is SH X. N), 
ED CES AU nor abi 
PAZZI — X," ’ I (X — X”) ; 


M,;= Mx 
X, +X +X)? XV -IX NX +X, + XX +X FOX) EX A! HT, 2° +73? 
IS 2 ) 
(X, +X, +X,) 


je DC NN EIN 














I CURE © 
; BRENNEN, 
M-M-xX"y À (KHK) 
21 31 1 Kr 
- ー 32/0/2000 


8, 1° Tout d’abord nous allons démontrer que toutes les quantites 
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M (5 k=1, 2, 3; tk) sımt nulles. Car, si M,(=M,), par exemple, n’était 
pas nulle, la condition (III) donnerait 
DEZ EHZUF 
puis (4) devient /=0, ce qui n’est pas possible. 
2°. Ensuite, i y a, au moins, deur quantités qui sont égales entre les 
trois X", X," et X,''. Car, si toutes les trois X, X,'’, X,; étaient 
differentes, on aurait 
Ly*0, L;,+0. L370. 
Mais, puisque 
M,=0, My =0, M,=0, 
on deduit de (4), que / est une constante. Il suit de (2), (2)» (2); 
que 
Fed FEU, Post: 
puis les équations (10) nous donnent 
X" =X," =X;", 
ce qui contredit notre supposition. 
9. 1°. Nous allons maintenant considérer le cas ot 
DEE DOREEN 
Puisque ん doit être une constante, (11) devi-nt 
(X7+X24+X2)—2K X + X,+ X;)=0; 
puis (10) devient 
ll Dal: リー に 
C’est justement le cas du théorème de Liouville dans la géométrie 
euclidienne( ~ ), et nous avons donc 
eae, hCG 
Lei —-a)”+(&—a,) + (23 — ag) 
2° Considérons le second cas où il y a deux quantités qui sont 
égales entre les trois X, X”, X,;". Prenons, par exemple, le cas où 
X,"=X;", IX", X EX, 
Puisque l’on a 
Dye by 00 LO, La 0 eae 


les équations (4) se röduissent aux deux équations 


do*=c (de? +dx7+dzx;) ou do°= 





(1) Voir Bianchi, p. 637. 
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of _o 2 of —0 5 
dx: Oks | 
par conséquent, / est une fonction de la seule variable x. 
Si nous posons 
X," = X,"=k, 
k doit être une constante; nous avons done X,’’=0, X,'’=0, et les 
équations 
M,=0, M,=0 
deviennent 
X,'(X,"’ —k)=0, X;' |X,’ —k)=0, 
d’ou 
Dal), Xs =0 3 
car X" =+k=X,'. Nous avons donc 
k=0, X,=a, ma, (0.0; étant const.): 
puis (11) devient 
2( 二 の 十 の 6) オイ ー2 パ デー0, 
d’ou nous trouvons 
1 
NE RR iene a 
(ax, + by 


a, 6 etant constantes, et 
do°=(ax, +0) (dx’+ dx + dx). 
Puisque (10) donne 
Mia: ss Hot 20 
> (am +6)” (ax. +0) 


11 us た 2 ep 
l’equation (2), devient 


df の 
こう ュー デデデ ーー テテ = Un 
da, ax, + b I 


C 
tI c étant const.). 
Di Fe ( ) 


Ainsi nous obtenons la forme 
2 c° 
i PRATI 
(ax, + Db) 
et il est facile de prouver que cette forme satisfait aux équations (1), 
(2), (8). 


De la meme maniere, on peut traiter les cas ou 


dt’? — (ax, +)! (de?+dı?+dx,), 
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X= X,", NI ME 
et 
X'=X;", L'EX, Kl. 
Nous avons ainsi établi le théorème suivant : 
Pour que Vintervalle élémentaire dun champ statique de gravitation 
dans un espace vide puisse étre represente par la forme 
om ae de +R + ARS _ pr qu 2772 > 
ds®=#": dr? — 1 - 8 —f Xl — (dx + da? + da? 
"i HA 7 Sir 5 
o faut et il suffit que 





A= CONS. UR SE SE IE (cas euclidien), 
(a — a) + (% — Az)’ + (23 — 45)" 
ou bien 
"ニー __ df’ — (ax; +b)! (da? +de?+da?) (cas noneuclidien), 
(ax, +5) 
Gl? 23), 
a, b,c étant constantes. 
10. Nous allons étudier en detail Tespace-temps défini par 


(12) de=_ © dé (an, + b)* (de? + de? + dx). 
(ax, +5)" 


Pour cette forme les symboles de Christoffel deviennent 


ar 2 aiC 2a ti a 

















1 2 BU ar ob (4 aa, +b i 
{22]_{99}__ 2a _ men (x,=t), 
L 1% ax, +b (1 (ax +5) 
et les autres sont nuls. Puisque le tenseur de Riemann-Christoffel 
4 4 
© (uv © (uo . 
me DEN HTH fe fr} no 
i Da e} DAS On, | ¢ zu 
prend la forme 
k 
PAC) Ta mis 
ren): 
(ん 。 étant constante); nous trouvons 
lim Ri. > 0. 
Li—> N 
Par conséquent, notre espace-temps a une (seule) singularité pour 
ーーー 4 5 
の 


et il devient euclidien lorsque x, tend vers l'infini. Mais, pour =, 
li ne prend pas la forme 


= 
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ds’ =c dt — (dx, + dx+ dx). 

Ainsi nous avons le théoréme suivant : 
Pour que l'intervalle élémentaire dun champ statique de gravitation 
dans un espace vide puisse étre represente par la forme 


. 





ds =f° dt _ dal + de; tu dos, 
| (Xi +X, + X3)’ 
avec la condition (' ) 
f— 0, (X,+X,+X,) — 1 pour l'infini, 
il faut et il suffit que Vespace-temps soit euclidien. 
Posons maintenant 


LO 


lew 


1 
9 2 3 ves ta 
(13) a RE, Ze dar), = ur), 


CI 
ws 


pi 
i-t(000)?. 
En utilisant ces nouvelles variables, nous pouvons mettre (12) sous la 
forme 


9 り 


(14) ds’ =¢(de + EL de) — da —( dy _ I da) ー (de Ne そろ の) 
O の 3% oO の 


dont le déterminant des coefficients est 
eee ee RST génie © 
Sige RS Base 9 y a > 


eo] a, co] no el po 
© 
| 
a 
© 





9 
== Ce 


Cet espace-temps n'est pas statique, mais bien coordonne. (Les 
coordonnées forment un “berechtige - Bezugssystem” au sens de M. 
Kottler(*).) 

Le champ a une (seule) singularité pour æ—0; et il tend vers la 
forme i | 


(1) Voir M. v. Laue, Relativitätstheorie, t. 2 (1921), p. 179. Il faut remarquer que 
le théorème analogue n’est pas valable pour le cas plus général: 
ds? =f? dt? — x2(x,,%2,%3) (de, ?+dr,? +de,?). 
Voir la forme (6) du 26. 
(2) F. Kottler, Annalen. der Physik, t. 56 (1918), p. 1. 
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ds’ = dt — da° — dy’— dr’ 
lorsque x tend vers l’infini. D’après M. Hilbert, la condition pour la 
réalité de cet espace-temp3 est donnée par 
| CLIQ | 
11. Cherchons maintenant une autre généralisation du théorème de 
Liouville. 
Considerons un champ de gravitation dans un espace vide, et 


supposons que l’intervalle élémentaire de ce champ puisse être repré- 
sents par 


(15) ds’ =f"(t, の の 5 23) (dt? — da? — de? — di). 
D’aprés la loi de gravitation, nous avons 


of of CRE 
16) a} 
(16), EPL ra Ox, u One oe 


AEM) 


(16), © Le ER Eee 
On,” Cur (ome not 


A) CO CES 


CP ei CRE 
16). tee Oe 
(18) On, ir on; = oz 9 が 


HIHI 


Of 9, 39% 
16 3 —__ 
(16), gg: Hr Awe =” Da SE 


(2 —)+ +) + + HZ ドッ 


of Sf Ff Of 2 の _ 
16), 2) AE LEY 16 0, 
da) 02,02, | 7 OO の NO の (16) Ox, Ot F da, St 


as, - グ _2 A Yo, 16), I 2 ee, 


_— ーーー —— — _———— — 













































































COOL N ao een "gp On, ot 
OF 248 の Le Of 2 COSO 
16 =0; 16), a ln 
(16); O の 。OZr a dx, dx, (16) 91,0 ar Ove TOE 
Les équations (16)。 一 (16),。 nous donnent 
だ 5 


XG)+X{(e)+X{(e)+ TO 
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En substituant cette forme de / dans (16),—(16),, on trouve 
9( パ 7 2 二 イデ メー ダ 7 5) ur ri // 1 1 
D nh 
— X" + 3X," EN 77/ 
=X,’ + 5," +4+3X," — mp 
AME X,"+ パー Whg 
d’ou 
(ET) の ーー. で 一 vine He 
2 イデ オデ エダ デー ター 
DANS ET ENT TEEN 
k ne pouvant être qu'une constante. 
12, 1°. Examinons d'abord le cas où k+0. 
En désignant par a,,....,0y, d,....,0, des constantes, nous dé- 
duisons, de (17), 


2 


Xe Lai + a+ b ESTR e -i Pe. 


(Tec, + a) + | (Sa? +a04 A) ER 
=f (È U+a,t+ | 


a,” + ay + a3’ —a = 2k (b, + 6,4 b,+,). 


d’ou 


Il suit que 


k i Si x 


4b, 4b,)—(a2+aZ+a2—af )| 


ar) (ar) (er) (02) 
etz ar PT as Ws 7 が も te ip 


Par conséquent, nous obtenons 
| (dt — de? — dx,’ —dx,) 
[(E-)’- (aa) —(®— 6)’ (2-65) 
C, Ci... ., cy étant constantes. 
2°, Fxaminons ensuite le cas où k=0. 
Si a=a,=a;,=a,=0, toutes les quantités X, X, X, 7 sont con- 
stantes, et nous avons 





en 


ISO de = 
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(19) d’=c'(d’— dx — dx? — dx), 
c etant constante. 」 

Si toutes les constaut:s @,, a», A, a, ne sont pas nulles, nous trouvons, 
de Lo, 

イー の の 。 Poet, aa 
ay” + a, + ay —ag=0; 
puis 
dt — dx? — da? — dx 

(Ra — kya, — kes, — k)’ 
ky, kx,....,k; désignant des constantes avec la condition 


ke 


(20) i= 


Mais, on sait qu’on peut, & l’aide des transformations bien connues( ' ), 

réduire ds (de (18) et de (20)) à la forme 
ds =df —dx? —dz, —di, 

Nous avons done établi le théorème suivant : 

Pour que l'intervalle élémentaire d’un champ de gravitation d'un espace 
vide puisse étre représenté par la forme 

ds’ = ft, の の > æ,) (dt —dx,? — de’ — de), 
il faut et il suffit que 
f—=constante, 
ou 
Fe © 
(t—a4)? —(@,—a,)* —(@, — a.) as OT 
ou 
= Zei Sea eee (O° +0, + be= bf), 
bt—b, «, — b,x, — bx, — di î 

a; di, c étant constantes. Et chacun de ces espace-temps est euclidien. 

Ainsi, la determination de la forme 

ds°=f?(t,%,, 2, +) (At — de? — dx’ —dx;) 
pour le champ de gravitation de l'espace vide est équivalente de la déter- 
mination de la transformation : 
dt’—dx? —dz—dt;=f"(t, ©, の %) (dt — dx — dr} — dx). 

Dans le cas particulier où f ne dépend pas de 8 nous avons le 

théorème : 





(1) H. Bateman, Proc. London Math. Soc., 2° série, ¢. 7(1909), 2.8 (1910); H. Bate- 
man, Mathematical analysis of electrical and optical wave-motion (1915), p. Sh Voir aussi 
G. Darboux, Legons sur les systèmes orthogonaux (1910), p. 167. 
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Pour que l'intervalle élémentaire dun champ statique de gravitation 
d'un espace vide puisse être représenté par la forme 


ds'=f°(x,, %, ©) (の ゲー の の ビー dx? — dx), 
dl faut et wl suffit que f soit une constante. 
On trouvera plus loin (814) une application de ce théorème. 


Sur les rayons lumineux et les faisceaux naturels 
des trajectoires, 


13. Commensons & trouver les equations differentielles des rayons 
lumineux au champ statique dans l’espace vide dont Vintervalle élémentaire 
est donné par 

(21) ds =f" dt —do’ 

pdt 200 (deu) k—1; 9,18), 
où f et gx ne dépendent pas de t. 

D’après le principe de Fermat('), les rayons lumineux satisfont à 

l'équation 


Ò ーー 一 0, 


F 


En appliquant une transformation bien connue(?) et en désignant par 


aaa le symbole de Christoffel pour la forme >, 7 dx,dx,, è savoir 


ber 9 a 9 (Lee )- 9 (Le) 
dx, \ f OR) BEINE 
ir = Gur _ ie) 
x DI à GS “Ox, da, 
こ の log © log f の log 
En x g n oar Jur ae Ser) 
r= L À pale 


ALI Le. 2 logis : Qlogf , rer (3 
=| 2 | et or; TER Nica #4 5; = . i 


nous trouvons les équations differentielles des rayons en > 




















(+) Voir Th. de Donder, La gravifique einsteinienne (1921), p. 72. 

(2) G. Darboux, Théorie des surfaces, ¢. 2, 2° édition (1915), p. 516; K. Ogura, 
“ Trajectories in the conservative field of force, Part II,’ Töhoku Math. Journal, ¢. 8 (1915), 
p. 188. 

(3) Nous employons ici les symboles ger, gi, {?#},...., d'après les notations habi- 
tuelles, pour la forme do? = Zgixdx;day. 
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a 





(22) Ser en er, 


de do 


Nous pouvons écrire (22) sous la forme: 
da, d'a, da, Ba, + [3 du (7 } の | 
+ Kos da, dx; — 17 | “dx, dx 
9 - 問 area-G 装 「- 閉 ag 
+2(18)" dodo, 21" |" deo? da, 
+2( {a} & {a} Jar dx,dx,=0 
[5 i da} — (2) dx 
+ | +{3 dx, dx, — -{} | dr, dx 
9} )datan (22) {5} Jan des 
ーー213 | dr de, 
+13} -[2} du de, dr,=0, 
da, d'a,— dx, d'e,+ {7} de — 3} dar 
=” È 1 te dx, dx — "dan? dar 
+ (Barca —(2{5 [Banas 
+2| ュ | ande? — 21731" dat da, 
+ 7 - {3 | )da,da,dx,=0. 


Pour le faisceau naturel des trajectoires ayant la constante d’énergie 


h(*), nous avons 


Par conséquent, si nous prenons la fonction 





da,d’xa,—d:3d°x,+ 


Co We VCP A 


+23 À dx. da? — 


TANT 
(テー が ) au lieu de f 
Pai 1 
dans (22) et (23), nous trouvons des équations correspondantes pour le 

faisceau naturel des trajectoires. 
14. Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant: 





(1) P. Painlevé, Journal de Liouville, 4° série, t. 10 (1894), p. 5. 
(2) H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 4* édition (1921), p. 225. 
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Si toutes les lignes d’intersection des surfaces appartenant aux trois 
Jamilles d’un système triplement orthogonal dans l’espace vide sont des rayons 
lumineux dans un champ statique, cet espace-temps est euclidien. 

Prenons les trois familles du système triplement orthogonal comme 
paramètres 2,,%,7;. JL'intervalle élémentaire de ce champ peut se 
mettre sous la forme | 


ds’ =f? d? — H? dx? — H? dx, — H; dx, 
ou /, H, H, H, ne dépendent pas de #, et les symboles (Ae Ny ....de- 
viennent | 
| it ee ile Dada SEHE 
i 万 Où f Om” PP, on. On 
a en Hi dd is =0 (Rp a) 
J H? 0x, H} f Oz,” % 二 7. 
Pour que les intersections de x,=const. et x,=const. soient des 
rayons lumineux, il faut, en vertue des équations (23), que 
[REI Og L CAO | 
= H; \H, oz, f oz, 
gee (cere èH, “I #0 
= He \H, dx, f Oa, 
De même, pour les intersections «,=const., 2,=const. et 2,—=const., 
æ, = const. nous avons les conditions analogues : 


























| a a Gr Do He beer, = 0, 
H, -9% - fF OD, 
Hy "ox RFA On, 
m ドー mca Leh. ak of Fe 0, 
H, Ox, aye Om, 
men ker OH, AU Ihe 0. 
2 H? \H, da, f m 
De ces six équations nous trouvons 
ーー 


A の (る の) の 。( の 。) ダ の 。( の 。) 
が (2,) désignant une fonction de la seule variable 2;. 
Si nous posons 


ua S F(a; lays Pa), U;=J (002 
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FR Ty %)= EU, Uy Us), 
nous obt2nons | 
ds = ou, u, u,) (d’— du? —du,’ —du;’), 
et le théorème dernier du paragraphs 12 montre que の doit être une 
constante. 


15. M. W. Blaschke a trouvé lexpression de la courbure È: de la 
courbe 
の 王 の (の )) の め 三 の の ) ,=%,(0) 
dans l'espace riemannien{*). D’après lui, la courbure i ‘pour l'espace 
ayant l’élément linéaire 
do’ — Hidsz, 4-H; dn, + Hd 
est donnée ce la formule 


(24) == (Hi B?+ HY B?+ Ay B;’) 


dx, 


dal + Hy Bb, 
do 


(4 B, 
Ahn 








€% 1. H? B, ay 
d 





1° 








_ da di 0H ie) 2 OH, dx, da, 2 OH, da dt; 
Oz ROL NG H, dx, do gg H, ox, do do 
HSE (fe) - Hvala. (i 
i i On, \de H: ox, \de 
E dali NL IO な ii 2 OH, de, dei 2 on usa 
de H, Or, \de/ .H, dx, do de H, Ox, do de 
eh, ch; ()- vg EE 
HNO NGO H: da, do 

dx; ray 1 oH, (=) 2 OH, das dx, 2 OH, da, dx, 
Co. aris dv, do H, dx, de de. H, ca. temas 
時 の) dn) - H, OH, (ean 

He da, \ do) Hg Ox, \do/ 

Pour les rayons lumineux, en tenant compte des équations (22) (* ), 























a 








(1) "W. Blaschke, “Frenets Formeln für den Raum von Riemann,” Math. 
Zeitsthrift, t. 6 (1920), p. 94. Je ne considère pas ici la forsion de la courbe. 
(2) ‘Dans ce È: a Sey (22) AF 


dx, pes es) UG  e of ) dx, dx, 

de? ne FR — x, Ov, げ 9a,’ de de 
4 1 aH, 1 of de, de, 

de dora ais te 


( H, 2H, H?,1 Of (da 2 Hy OW, | Ha? 1 i 
EE Hi f on, ze 





























H,? de, aaah 9% 
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nous avons 
RE EINE CITI Ue en CO ats 


ア Ca \d 7 dx, do do f dr, gg do 


LL I fu:(de) ada) 

FD Sande de 

„2 da (I da, Y Om, A dn) 1% (day 
Ox, do om, do da, de Po Ow, 


perla) 





ie 














_2 Ff dm 1 エダ 
f do de H? f Ox, 
_2 if de, 11 
ne dada HEN Ox,” 
A dE dt 1.1. cf 


Par conséquent, nous obtenons l’expression suivinte pour la courbure 
du rayon lumineux : 
u. 2 TOA VENGA TATA) 
e NT Onn = Be NP On, f de 
Si nous employons le paramètre différentiel du premier ordre de Lamé, 
(25), devient 


(25), Alon) (2 
e do 
On peut la mettre encore sous la forme : 
(25), E SIOE CLIO 
の on do 


の los ER, | PIE e < « x 
SEL désignant la dérivée de log f prise suivant la normale à la surface 


log f= const. 

Nous voyons que les formules (25), et (25), ne dependent pas du 
choix des coordonnées %,, x, æ,: en d’autres termes, les formules (25), et 
(25), sont valables pour l’espace-temps (21). 

16. Cherchons maintenant la variation de cette courbure pour les 
directions variables autour d’un point fixe. Nous trouvons facilement : 


ie): "ta 
( =) ==) (suivant la normale à la surface /=const.), 
\ p min | 
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(a), ac, Bf ) (suivant toutes les tangentes à & la surface /= const, 1 
p 7 max n, 


Au point de vue purement mathématique, il est intéressant d'étudier 
l'ensemble des courtes dont les directions sont telles que la difference 


RI 
p max p 


Les courbes ainsi définies satisfont à l'équation de Monge: 


(26) ( 228! dn, 時 SET da, + da) 
i | 


La 


est constante. 


=H? de) Heda Ae da), 
k étant une constante gu dem Br 
Puisque nous pouvons écrire cette équation sous la forme 


x, 14,1%, 1 


(27) ee, „er | 


20%, 0 dc! xt x °æ,° Xe 
l’ensemble des courbes forme un systeme de courbes sans détours au sens 
généralise. | 

Sur les surfaces paramétriques, par exemple sur &,—=const., nous avons 


le systeme de courbes sans detours “Kurvennetz ohne Umwege” au sens. 


de M. G. Scheffers('): 
(ef day + er dz) = —(H;dx°+ Hda?). 


Li Ly 


ER 


17. Si nous prenons GR) au lieu de dans (25), (26) et (27), 


nous trouvons des equations correspondantes pour le faisceau naturel des 
trajectoires ayant la constante d’énergie h. 


Il est facile de démontrer qu’à chaque point de l'espace la valeur 


absolue de la courbure d’un rayon lumineux n'est pas plus grande que celle 
de la trajectoire à la même direction. En effet, de (25), nous avons 


5 me = 7- ( ee ig ) | 


(1) Pour le système de courbes sans détours sur un plan ou sur une surface dans 
l'espace euclidien, voir G. Scheffers, Leipziger Berichte, t. 57 (1905), p. 353; R v. 
Lilienthal, Vorlesungen über Differentialgeometrie, t. 1 (1908), p. 123; t. 2 (1913), p 


242; K. Ogura, Proceedings of Tökyö Math.-Physical Society, 2° série, t. 9 (1918), p. 284, 


p. 409. Voir aussi M. d'Ocagne, Bull. Soc. Math. France, t. 13 (1885), p. 71. 





a 





SUR LE CHAMP DE GRAVITATION DANS L'ESPACE VIDE. 37 
ea] 
(1 — lèf°) 9 7 lumière, 


Go) ores roy 
? / tra). ze — lf P /lumière. 


Puisque nous pouvons considérer le rayon lumineux comme limit: de la 
trajectoire dont la constante ん tend vers nulle, nous trouvons la relation 
remarquable : | 


d’où 


1 1 1 it Sy 
28 =) = — (3) 1 に だ だ 0). 
P 7 traj. 1—h?f* の / lumière, ( / 
Paris, le 28 octobre 1921. 


J'ai appris que la théorème du paragraphe 12 a été déjà trouvé par 
M. E. Kasner dans son Mémoire “ Einstein theory of gravitation : Deter- 
mination of the field by light signals,” American Journal of Mathematics, 
Vol. 43, No. 1 (1921), p. 20. Au sujet de la méme nature, voir aussi 
Kasner, Math. Ann., 85 (1922), p. 227; J. A. Schoute et D. J. Struik, 
Amer. Jour. of Math., Vol. 43, No. 4 (1922), p. 213: Kasner, ibid, p. 
217. 

‘Osaka, le 15 juillet 1922. 
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Untersuchungen über das Poissonsche Integral . 
auf der Kugel und seine Ableitungen, 


von 


© 


P. EDWIN STRASSLE, in Stans (Schweiz). 


Einleitung. 


Wir bezeichnen mit S die Oberfläche einer Kugel, deren Zentrum C 
ist. Der Einfachheit wegen wählen wir als Längeneinheit den Radius 
dieser Kugel. A sei das Innere dieser Kugel mit Ausschluss der Punkte 
von S. Die kleinen Buchstaben p, の p'....bedeuten Punkte von K, die 
von Ü verschieden sind, die grossen Buchstaben P, Q, P’....Punkte von 
S. Derselbe grosse und kleine Buchstabe, z. B. p, P, bezeichnet zwei 
Punkte, welche auf demselben Radius CP liegen. Der Abstand des 
Punktes p von den Punkten の ア , wird dargestellt durch pg, pP’.... 
und der Winkel PCP’ durch ©(P, P’). Weil der Kugelradius gleich 
der Längeneinheit ist, so misst o zugleich den sphärischen Abstand 
zwischen P und Lf’. 

Ist V(P) eine für jeden Punkt P von S definierte und auf S im 


Sinne von Lebesgue integrierbare Funktion, so bezeichnen wir mit 
fi V(P)dow li V(P)dop 
8 M 


die Flichenintegrale von V(P) über め bezw. üker eine messbare 
Punktmenge M von S; dop bedeutet dabei das Flächenelement im 
Punkte P. Sehr oft werden wir Gebiete zu betrachten haben, welche aus 
allen Punkten einer Kalotte A mit Zentrum P und sphärischem Radius 
e(0<e<7) oder der zugehörigen Komplementarkalotte S—A gebildet 
werden. Wir stellen dann durch 
PCP Vlas, V(P')do pr. 
w(P, P/)=E w(P, P/)>€ 
die Integrale uber diese beiden Kalotten dar. Offenbar gilt 
‘| VP)do»= | VP)don + [V(P)dop. 
S w(P, Pry<e w(P, Pr)>e 
Wir setzen einzig voraus, dass V(P’) auf S im Sinne ‚von 
Lebesgue integrierbar sei. Man kann sich leicht überzeugen, dass dann 
die Funktion 
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9⑦)=ー al am po V(P')don= u Fe ) dow (1) 


existiert und nebst allen ihren Ableitungen in 1. Punkte p von K 
stetig ist. Die Beziehung 
a (fate po di 
pP xii 


wo A die Operation von Laplace bedeutet, zeigt, dass v(p) in K eine 
Lösung der Laplaceschen Gleichung A v(p)=0 darstellt. 

Das Integral (1) trägt den Namen Integral von Poisson. Das Ver- 
halten von v(p), wenn の sich einem Punkte P, von S nähert, ist 
bereits Gegenstand zahlreicher Untersuchungen geworden ('). In dem 
besonderen Falle, wo V(P) eine auf S stetige Funktion ist, strebt, wie 
H. A. Schwarz (’) gezeigt hat, vp) gegen HP), wenn p sich P, 
nähert. Diese wichtige Eigenschaft zeigt, dass die Funktion v(p) in 
diesem Falle eine Lösung des Dirichlet’schen Problems für die Kugel 
darstellt. Es ist deshalb von Interesse zu sehen, inwieweit v(p)>V(P,) 
fur p>P, noch gilt, wenn man für V(P) nur die Integrierbarkeit im 
Sinne von Lebesgue voraussetzt. Diese Untersuchung bildet den Gegen- 
stand des ersten Kapitels dieser Arbeit. Die Resultate, zu denen wir 
gelangen, sind den jenigen analog, welche P. Fatou in einer hervorragenden 
Arbeit der Acta Mathematica (*) (in bezug auf die Ebene) veröffentlicht 
hat. Ferner decken sich die Resultate zum Teil mit den Sätzen, welche 
G. Julia (*) neulich auf anderem Wege gefunden hat. Dazu entwickeln 
wir einige Sätze neuer Art. (Theorem V, VI u. VII). 

Im zweiten Kapitel wird die Einz igkeit der Lösung des Dirichlet’schen 
Problems in bezug auf die Kugel behandelt und ein Kriterium der Unität, 
welches M. Plancherel (°) für dasselbe Problem in der Ebene auf- 

(1) Vgl. Enzyclopiidie der math. Wissensch. II A 7 b (H. Burkhardt und Fr. Meyer), 
p. 480; IIC3 (L. Lichtenstein), p. 220. 

(2) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2 p. 144-171 und 175-210. Vgl. E. Picard, Traité 
d’analyse, 2. Aufl. 1, p. 164. 

(3) P. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor [Acta Mathematica 30 
(1906), p. 335-400]. 

(4) Gaston Julia, Sur les valeurs limites de Tintegrale de Poisson ‘relative & la 
sphére en un point de discontinuité des données. [Bull. des Sc. math. (2) 42 (1918), p. 
214-220 und 224-231]. 

(5) M. Plancherel, Remarques sur l’intégration de Tequation Au=0 [Bull. des Sc. 


math. (2) 34(1910), p. 111-114] Vgl. O. D. Kellogg, Harmonic functions und Green’s inte- 
gral [Transact. of the Americ. soc. 12 (1912), p. 109-122 und Encyclopidie II C 3, p. 219] 
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gestellt hat, auf die Kugel übertragen. Da die Note, in welcher Herr 
Plancherel seine Resultate veröffentlicht hat, sehr kurz gehalten und 
folelich nicht leicht zu lesen ist, haben wir es für gut eee die 
Entwicklung ausführlich darzustellen. 

Das dritte und vierte Kapitel beschäftigen sich mit dem Verbalten 
der Ableitungen von v(p) wenn p sich P, nähert. Führen wir, um uus 
genauer auszudrücken, Polarkoordinaten mit Ursprung in C ein. Seien 
r, ö, die Polarkoordinaten von p, ferner 1,0, の @/ diejenigen von P’ 
und 1, 3, © diejenigen von P,. v(p) wird dann eine Funktion v(r, め , €) 
und V{P') eine Funktion V(d,0'). Im dritten und vierten mus werden 
nun folgende Sätze entwickelt werden : 

Wenn VP) im Punkte. P ein Dijferential doni Ordnung: h-+k besitzt, 
so gilt 

lun a が re の の lim dop) OVP 9 
(の の の つの. 0000 pl, ddp, ADO 





vorausgesetzt, dass der Weg in K, auf welchen の sich P, es in einem 
räumlichen Winkel eingeschlossen lleibt, dessen Scheitel in P, liegt und 
welcher S nicht berührt. 

Wenn ViP) im Punkte P, und in der Umgebung des Punktes P, ein 
Differential der Ordnung h+k besitzt und dieses Dijfe Su im Punkte P, 
si.tig ist, so gilt 

in OLD) Ro) 
p っ P。9 の '9ef Nö 











wenn p sich auf einem beliebigen in K gelegenen Wege P, nähert. 

Die gleiche Frage ist bereits von P. Fatou (') und vollständiger 
von Ch.—J. de la Vallée Poussin (’) für das Integral von Poisson 
langs eines Kreises behandelt worden. Die von diesen Autoren angewand- 
ten Methoden lassen sich nicht auf den Raum ubertragen. Man konnte 
das Problem unmittelbar durch Berechnung der einzelnen Ableitungen 
lösen. Dieser Weg fahrt zu sehr allgemeinen Resultaten, in welchen 
die verallgemeinerten Ableitungen vorkomumen(*), verliert sich aber rasch 





I) Siehe die in Fussnote 3 zitierte Arbeit. Fatou behandelt nur die erste und zweite 
Ableitung. | | 
(2) Ch. J. de la Vallée Poussin, Sur Tapproximation des fonctions d’une variable 
réelle et de leurs derivees par des polynömes et des suites limitées de Fourier. Bull. de la 
classe des Sciences de l’Académie Royale de Belgique (1993). p. 245-254 Herr de la Val- 
lée Poussin behandelt nur die radiale Ann ;herung. 
(3) Diese Resultate sind in 24 des vierten Kapitels dargestellt. 
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in äusserst komplizierton Rechnungen. Wir mussten des alb eine andere 
Methode ausfindig machen. Sie besteht darin, zuerst das Verhalten der 
Ableitungen in dem besonderen Falle zu ‚studieren, wo V(P) ‚analytisch 
ist, dann, im allgemeinen Falle V(P) mit Hilfe der Taylorschen Formel 
in einen analytischen Teil und einen Rest zu zerlegen und endlich zu 

zeigen, dass die auf den Rest bezüglichen ‚Teile des Poissonschen 
Integrals verchw indend klein werden. 

Die Bedeutung der vorliegenden Untersuchungen erhellt benders 
aus den Beziehungen des Poissonschen Integrals zur Reihe von Laplace. 
Wie das Poissonsche Integral in bezug anf den Kreis ein Mittel bildet, 
die Summation einer nicht konvergenten oder konvergenten Reihe von 
Fourier durchzuführen, so leistet das Poissonsche Integral in bezug auf 
die Kugel denselben Dienst für die Reihe von Laplace ('). 

Vorliegende Arbeit ist ein Auszug aus meiner der naturwiss. Fakultät 
der Universität Freiburg (Schweiz) i im März 1921 vorgelegten Inaugural- 
Dissertation. | 


Erstes Kapitel. 
Verhalten des Poissonschen Integrals v(?) bei Annäherung von ? an 
einen Punkt ?, der Kugeloberfläche: 
§ 1. Obere und untere Grenze des Poissonschen 
Integrals für py>P.. 

el (r,d, ©) und (1,4, の ) die Polarkoordinaten von p und P 
sind, so ist der Abstand pP’ in Formel.(1) nach. dem Kosinussatz aus- 
gedrückt durch die ohne 


pP —|— —2nC cos no 14 27 cos w +7", 
wo 
cos Ww= cos? cosv'+ sind sind’ cos(y—¢’). 
Der Dis ontinuitatsfaktor Impel ist also eine Funktion der Strecke 
pr | 
pC=:r und des Winkels © (P, P’). Nennen wir deshalb 
MUCH 1-r 


3 


can: 
pP' (1—2r COS w+ 7°)? ( の ) 


Das Poissonsche Integral bekommt nun die Form 





(1 } Vel. E. Picard, Traité d'analyse, 1, p. 279.-Ch. J. de la Vallée Poussin, 
loco eitato,;p. 245.-Encyklopidie IIC3 (L. Lichtenstein), p. 225. 
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v(p) ーー f Fr w)VP)dow. 


Dieses Integral ist von der Art und Lage des Koordinatensystems unab- 
hängig. Bestimmen wir seinen Wert, wenn V(P) den konstanten Wert 
1 hat. Wir wählen das Polarkoordinatensystem so, dass p sich auf dem 
positiven Teil der Polachse befinde. Dann ist 0=0; w=’; dop= 
sin d'dd'de'. Ferner folgt dann aus 

pP'=1-2r cos W + r’=r}, 
dass 


: TOT. 
sin d'd'Ù ert SES 


‘hi 


und wir erhalten fur jeden Punkt p von K 











TI 22 l+r 
[ade [Fe sin vas [ag = Î er 5S 
An J < Ar Dr Corto 
0 0 1-r 


Die nun folgenden Sätze haben die einzige allgemeine Voraussetzung, 
dass V(P) auf S im Sinne von Lebesgue integrierbar ist, d.h. dass es 
eine positive endliche Zahl M gibt, derart dass 


[rolge=u. 
S 
Theorem I. Das Verhalten des Poissonschen Integrals v(p) bei An- 


näherung p>P, auf beliebigem Wege in K ist nur abhängig von den Werten 
von (だ) in der Umgebung (*) des Punktes Py. In einer Formel: 


im 2 [Mr,o) MP)do,=0 (3a) 
p>P, 47) oP, P')>e 

oder 
lim or F(r, ©) (Po: |=0. (35) 
PP Ar u( Pos P/)=E | 


In Wirklichkeit lässt sich noch mehr zeigen, nämlich, dass die Grenz- 
werte (3a) und (30) gleichmässig in P, auf der ganzen Kugel gelten, 
denn 


(Fr, o) Par. 


Ze max | Flr,o) | V(P') | dap, 
47 J w(P,, P')>e An eswSr Js 








(1) Unter Umgebung € des Punktes P, verstehen wir die Menge aller Punkte P’, 
welche der Beziehung 0 <w(P,,P/)=£ genügen, wo € eine beliebige positive Zahl< ist. 
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sn ake と °) max 
RAT Sor pP' 
= dg; 1-r°) max uel ae) 
tr Set [PP Pp 
We.n also P,p<sin 5 so ist | PP -Pp |>2 sin sin gi ci 
und folglich |—-| F(r,w)V(P’)dop, 1—7”). 4 
i ra Boor 4 Sn sin’ ar | si 








Aus diesen Abschätzungen, ergibt sich ferner, dass für irgendein mess- 
bares Gebiet M das der Kalotte w(P), P)>s angehört, noch gilt 


Ra na Aro) | UP) | dop20(1-r), (4b) 


wo Ge) eine nur von |®| RB endliche Zahl ist. 
Aus den Formeln (2) und (3) folgt unmittelbar 


lim A F(r, w)do»=lim i [ He, TT pr — noter |=1. (5) 
r>P, 40) o(P,, POSE p-»P, 4 w(P,, P/)>¢ 
Nehmen wir nun an, die Randfunktion V(P) besitze in der Umgebung 
e des Punktes P, eine obere Schranke Je) und eine untere Schranke 
me). Weil Fir, ©) immer positiv bleibt, so lässt sich der Mittölwertsatz 
auf v(p) anwenden und wir erhalten 


eat Fr, à) VP) dan Me = FN eee 
È (Po P/)=¢ 4r (lg PAS An J w(P, Ese 


Unter Berücksichtigung von (3) und (4) folgt daraus 
m(e) = lim. inf. vp) = lim: sup..v( p) = Ms). (6) 
p>F, p>Po 
Lässt man jetzt e gegen Null streben, so bekommt man 

Theorem II. Die obere und untere Grenze des Poissonschen Integrals vp) 
bei Annäherung p>P, auf beliebigem Wege in K sind enthalten zwischen 
der obern und untern Limesfunktion von V\P) im Punkte P,. 

Zusatz. Ist V\P) auf der. ganzen Kugelfläche beschränkt, so liegen alle 
Werte von v(p) zwischen der obern und untern Schranke von V(P), denn, 
ist MS) die obere und m(S) die untere Schranke von V(P) auf S, so 
ergibt die Anwendung des Mittelwertsatzes 


mS) af. F(r, の go S |; F(r, ©) V(P')do,, = 


ler w)dopı, 
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woraus unter Berücksichtigung von Formel‘ -(2) der sneer Zusatz 
| sich ergibt. | 


§ 2, Die Randfunktion ist stetig in P,. 
Setzen wir die Stetigkeit Yon VP) i im Punkte FP, voraus, so dass also 
lim m(2)= nen Me Le PP), 


Aut £—0 
so folgt aus (6) | HR 

lim v(p)= AN 

の クー た ot に や ON: 
Ist V(P) in allen Punkten im Innern einer Kalotte stetig, so gilt, wie 
aus dem vorigen hervorgeht, der letzte Grenzwert gleichmassig innerhalb 
dieser Kalotte (1). Wir haben also 

Theorem III. Das Poissonsche Integral v(p) strebt bei beliebiger An- 
näherung p—P, in K gegen einen Stetigkeitspunkt P, der Randfunktion 
V(P) dem Werte .V(P;) zu. Es strebt gleichmässig gegen diesen Wert in- 
nerhalb einer Kalotte, auf welcher V{P) überall stetig ist: | 

S 3 Die Randfunktion ist unstetig im Punkte P,, besitzt 
aber in diesem Punkte einen Kreis- bezw. 
Kalotten-mittelwert. 

Sei-P, der Pol eines Kugelkreises mit dem sphärischen Abstand #; der 
Radius des Kreises ist sint; das Bogenelement im Punkte P’ des Kreises 
sei dsp. Wenn das längs dieses Kreises genommene Linienintegral 

Ps )=—_+—_| V(P)dsp 
27 sin tJe(P, P')=t 
existiert (?) und für {0 einen Grenzwert 

Fe di (65 の 


hat, so nennen wir V,(P,) i Kreismittelwert von VP ) Ana 


Theorem IV.  Existiert in einem Punkte P von S der Kreismittelwert 
von V(P) | 
RS kn ee gL eee 
た >0 27 sin t Jo(P,,P/)=t 


so strebt das Poissonsche Integral v(p) bei radialer Annäherung pL) 
gegen diesen Mittelwert. 





(1) Unter Gleichmissigkeit im Inneren eines Bereiches verstehen wir die gewöhn- 
liche Gleichmässigkeit in jedem abgeschlossenen Teilbereich. 

(?) Aus der Integrierbarkeit von V(P) im Sinne von Lebesgue folgt nur, dass die 
Werte {, für welche V,(P,;¢) nicht existiert, eine Menge vom Masse Null bilden. 
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Zur Vereinfachung, des Beweises wählen wir das Achsensystem so, 
dass P, in den Pol liegen kommt und P, sich längs der Polachse be- 
Nie Es ist dann ゲニ 8& VP)=V, 0') und Fr, o)= Fr, の ist von 
の unabhängig. Der Kreismittelwert hat dann die Form 


V(P,)=limV(P;; t)=lim L ("Vodo (7) 
t->0 to 27 0 
Für das Poissonsche Integral erhalten wir 


2 の 9= テ | Ro sint di I Vite dg’ 
Za ar, 


1 ali "VP; ; t)Flr,t) sin t dt. 
Nach Formel (35) wird also | | | 
lim CSA (の : DE, の sin t di |= =. (8) 
Wenn ann auf der Kalotte RE: ア ) 三 eine obere Schranke Me) und 


eine untere Schranke m(e) von V,(P,; の existiert, so ergibt sich nach 
dem Mittelwertsatz für das letzte Integral 


ms) | È First) sint pete dA の) の 人 が の の sin t dé 
- 2 0 2 0 
MV E 
=) / Fr,t) sin ¢ dt. 
0 


Aus (5) folgt aber 
er Ar) sin t dt=1. (9) 








Po>Po n (Py PSs TERI 
Nach den letzten drei Gleichungen ist 
m(e) lim. inf. v(p,) = lim. sup. vp) Mc). 
Po>Po Po 0 
Daraus ergibt sich, wenn der Mittelwert V,(P)) existiert, fur 0 
lim v(p,)= = uo ie: Ei | Is) = Fie 
Do Po 
was dem aufgestellten Theorem entspricht. 

Zu einem allgemeineren Konvergenzsatz gelangen wir mit Hilfe der 
folgenden Definition: Sei P) der Mittelpunkt einer Kalotte mit sphäris- 
chem Radius { Der Flächeninhalt der Kalotte ist 27 (1 一 eos の ひ . Wenn 
das Integral 
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PORE ae 1 
Be a ae 
een re 
existiert (was für 4>0 immer der Fall ist) und für た >0 einen Grenz- 
wert | 


V.(P)=lim V:(Ps; t) 


besitzt, so nennen wir V,(P,) den. Kalottenmittelwert von V\P) im Punk- 
te Pi 

Theorem V. Existiert in einem Punkte P, von S der Kalottenmittel- 
wert von V(P) 

ta lim Poi V(P)dop, 

On o 27(1— cos IZ Pr) a 
so strebt das Poissonsche Integral v(p,) Lei radialer Annäherung prod 
in K gegen diesen Mittelwert. 

Zum Beweis greifen wir auf das Integral in Formel (8) zurück. 
Durch yartielle Integration erhalten wir daraus 

€ t t=e 
3/ Flr, t){ V(B); t) sint di [ rt t). i VP; 6) sim を の | 

0 0 


f=0 


if re t Pr Pa abr, t) 
Mir HUE d Er di 
Ran (Pr; $) sin 6 déj 





SU | VB; Hain 648 | sa V.(P;; 2) sin & d | x 
2 È | 2 リナ 5 SintJo 


の 4) sin di. (10) 
| dt 

Beachten wir zunächst, dass das erst: Glied der rechten Seite fur r>1 
verschwindet. Die Berechnung der ersten Ableitung von F(r, の in bezug 
auf 7 zeigt, dass diese Ableitung ihr Zeichen im betrachteten Intervall 
nicht ändert, somit der Mittelwertsatz sich auf das Integral des zweiten 
Gliedes anwenden lässt. Der Klammerausdruck 





if ity = . me = 
| Vi(P; 5) sins d $ 
sin’tJ, 
lässt sich auf folgende Weise umformen : 


sint—4 sint! cos 9/1 — cos 7) cost A 
2 2 2 


È 2x | 
ah) Il V.(P;; 8) neg ニテ | V{p') sin を 2 を 9 の : 
0 ar Ji 
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also ist 


"dop 


Vi pas 9 Ed N a [PC 
el. Re 2cos’ 27(1—cos t) Ju(P,,P/) St 


sin 


Ist ¢* ein mittlerer Wert zwischen 0 ad t, so bezeichnet 

pases Mig oe RE ET (P)\dop=V.(P); が) ーー 

2cos" = 27(1—cos が ) es P) St 2c Tes 
einen Mittelwert des letzten Ausdrucks. Führen wir diesen Mittelwert 
in Formel (10) ein, so erhalten wir für das zweite Glied 


— VAP, ; ale gm ae) sin’ dé. (11) 


4cos’ 


Für das letzte ah erhalten wir durch partielle Integration 
er iu dHr, t) 


sin = |A Fr, の sint | 


2 








sa. Er, t) sint cost dt. 


Unter Berücksichtigung von Theorem III und Formel (8) erhalten wir 
daraus 
lim ee | N sin? di= 一 
p—>P, at 

Nehmen wir nun an, dass der Kalottenmittelwert V;(P,) existiere, so er- 
halten wir aus (11) und (12) unter Berücksichtigung von Theorem I 

lim v(p)= PP), 

For 
was zu beweisen war. 

Der Kalottenwert V,(P)) besteht bei integrierbaren Funktionen fast 
überall, d.h. höchstens mit Ausnahme ‘einer Punktmenge vom Masse 
Null (*). Es gilt also 

Theorem VI. Das Poissonsche Integral v(p) strebt bei radialer An- 
näherung p>P in K fast überall gegen den Wert V(P). 


S 4, Integralsätze. 


Sei 9, eine Kugelfläche mit Zentrum C und Radius r<1. Sei do, 
ein Flächenelement von $,. Zwischen dem Flächenelement do von S 
und dem Flächenelement do, von S, besteht die Beziehung 


de,=r’de. 


(1) Vgl. H. Lebesgue, Sur Vintégration des fonctions discontinues. Annales de 
l'École normale supérieure (3) 27 (1910), p. 361-450. 
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Theorem VII. (+) Unter der einzigen Voraussetzung, dass dit. | 
‚integrierbar ist, gelten die Formeln 


r—1 


1. lim Par = =f VP)doy. 
S 


2. lim [ II の = |! \V(P)| dap. 


Desgleichen, wenn Ni eine pe mesab ıre Punktmenge von S und M, die 
entsprechende Punkimenge von S, bedeutet, so gelten die Formeln 


3. lim VP)do,= = Pde 
r—1 Nr 


4, li do,= P)| dop. 
Jim | le の | = )| 


Beweis des ersten Teils von Theorem VII. (Formel 1. und 2.) Jede 
Fläche S, liegt ganz im Innern des Bereichs der harmonischen Funktion 
v(p). Nach dem Mittelwertsatz der Potentialtheorie (*) ist deshalb der 
Wert von v(p) im Mittelpunkt C von Sr gegeben durch 


a [ v(p)do,. 
Arr JS, 


Anderseits ist aber der Wert v(C) gegeben durch das Poissonsche Inte- 
oral | 





AK 





の =ーー ne oo 
dr op" 


Daraus folgt, weil Be, : 

os | v(p)do,= | v(p)do = [ V(P)dow. 

TI Sp S S 
Weil der letzt2 Ausdruck von 7 unabhängig ist, so erhalten wir fur r—1 
die erste Formel des Theorems : 


lim | 2(p)d0,= EN V(P)do,. (12) 


r—>1 


Ist V(P)>0, so ist, weil Fir. w)>0, auch v(p)=0, und wir erhalten in 
diesem Fall unmittelbar auch die zweite Formel des Theorems 


RE | (どり gz 


(1) Einen ähnlichen Satz für die Ebene hat M. Plancherel in der oben gitiert、n 
Arbeit (Fussnote 5) ohne Beweis angegeben. Unter der Voraussetzung, dass V(P) auf S 
beschränkt und daselbst mit Ausnahme endlich vieler Punkte stetig ist, hat O. D. Kellogg 
einen Beweis gegeben. (Vgl. oben, Fussnote 5). 

(2) Vgl. Picard, Traité d’analyse 1, p. 159. 
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lim IK p)| do =f V(P)| do. (13) 


ゲー>1 
Um diese Formel für den ich Fall BE 0 zu beweisen, machen 
wir folgende Zerlegung: 


V=YV,, wenn V=0 
V(P)= V,—V;, vol 
Ber woun 70>. 


Es ist dann Formel (15) anwendbar auf 
み (の ニー F(P)Ftr, «)dop 
An)Js 
und auf 
ーー [ V.(P\Fr, w)dop, . 
Ar ] S 


Weil ferner ee eae cia se Lol al eel oT 
so gilt Formel (13) auch fur diesen allgemeinen Fall. 

Beweis des zweiten Teiles von Theorem VIL. (Formel 3. und 4.) 
Die Formeln 3. und 4. des Theorems ergeben sich aus folgenden zwei 
Hilfssatzen : 

Erster Hilfssatz. Wenn eine Funktion u(p) im Innern der Kugel S de- 
finiert ist und bei radialer Annäherung p>P fast überall, d.h. höchstens mit 
Ausnahme einer Nullmenge von Punkten, Werte der Randfunktion U(P) 
zustrebt, wenn ferner zwei beliebige Zahlen 0 und e gegeben sind, so kann 
man eine Punktmenge E auf S und eine Zahl R<1 so bestimmen, dass 

m(E)>m(S)—d 
und «dass in jedem Punkte P von E gilt (14) 
| u(p)— Up) |<e für RSr<l. 

Beweis dieses Hilfsatzes. Sei E die Menge der P, für welche gilt 

u(p)— U(P) für p>P. Sei E' die Komplementärmenge von E. Nach Vor- 
aussetzung gilt 
m(E)=0; m(E)=m($). 

Sei P=(1, d, ©) ein Punkt von Æ. Wir bestimmen ein p=p (3, €). so, 
dass in diesem Punkte DIET 
| u(p)— UP) |<e für p=r<l. 

Die’ Menge E,, enthält alle Punkte von EZ, für welche „=>. Ist 
つの so ist E, in E,, enthalten. Haben wir also die Folge 

ERAHNEN SIDE im 9,=T, 


72 一 > の 
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s) gilt E,(E,(CE,,-- KE 
. Jeder Punkt P von E gehört zu einer Menge Æ,, und folglich zu allen 
Mengen リリ (p=1, 2, 3....). Demnach ist, wenn H,= Ep,» 


E=E+(E-E)+(E-E)+.... 
und m(E)=m(E)+m(E-E)+tmE,—-E)+..... 
Nun ist aber m(E,—- E)=m(E,)—m(E,), weil E(£,: folglich 


m(E)=m(E,) + | (E) -() |+ iss HOME 
ター と で の 


Da nun mE, )=m(S) und m(E)=m(S), so ist 
m(E,)>m($) für n— 00. 
Man kann also einen Index N so bestimmen, dass 
m(S)—m(E,)<6 für n=N 
oder n(E,)>m(S)—6. 
Rs genügt nun, um die zu beweisende Formel zu erhalten, für E 


irgendeine der Mengen Æ, zu nehmen, für welche n=N ist. Nehmen 
wir zB. E=E,, so ist R=py zu nehmen, und es gilt dann 


m(E)>m(S)—0, 
und für jeden Punkt von E 
|u(p)—- UP,|<e für B=r<1. 
Zweiter Hilfssatz. Wenn zwischen einer Funktion u(p) im Innern der 
Kugel S und der integrierbaren Randfunktion UP) die Beziehungen gelten : 


1. up)>U(P) fast überall für p>P. 
2 [u dof | の 1 de für rat, (*) 
À S 


wenn Ferner IN eine messbare Punktmenge auf S bedeutet, so gilt 


Jive) de->0 für rol. 


Beweis. Aus der Integrierbarkeit von U(P) folgt: Wenn eine | 
beliebige Zahl ¢ gegeben ist, so lässt sich ein 9==0(s) so bestimmen, dass | 
für jede beliebige messbare Punktmenge H vom Masse m(H)<ö gilt 


[imo do<e (m(H)<0). (15) 


(1) Das Integral f |u(p)| do ist so zu verstehen, dass in ihm p die Oberfläche Sr 
durchläuft, während do das entsprechende Flichenelement im Punkte P anf S ist. 4 
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In der ersten Voraussetzung lassen sich ferner nach dem ersten Hilfssatz 
eine Punktmenge © auf S und eine Zahl R<1 so bestimmen, dass 
m(E)>m(S)—0, und dass in jed:m Punkt von € gilt: |u(p)- UP) |<e 
für R=r<1, dass also 


fi u(p)— UP)! do<e. m(&)<e. m(S) für RSr<1. (16) 
Ist nun &' die Komplementärmenge von €, also m(€')< 0, so folgt aus (15) 
[yo do< €, (15a) 

folglich ist 
ip |) UP) do f Jun] dere (17) 


Den Wert des letzten Integrals erhalten wir mit Hilfe der zweiten 
Voraussetzung, aus welcher sich eine Zahl R’ ergibt, derart, dass 


[Yo do + [145 | do— | 1, の | do 


[| UP) | do=6: (|9|<1) für RSr<1. 


Unter Beachtung von (15a) und (16) folgt daraus, wenn N die grössere 
der beiden Zahlen À und £' ist 


MK do=6:+@'e+6"s, m($) für R=r<1 
Ç’ 


(192L1@L1 の くり (18) 
Der Vergleich der Formeln (16), (17) und (18) liefert nun, weil E+€'=S$, 


月 9- の の | do = k: für NSr<1, (19) 
S 


wo k=[3+2m(S)] ist. Weil M<S und e beliebig klein genommen wer- 
den kann, so folgt daraus unmittelbar die zu beweisende Formel 


f u(p)— U(P)| do—0 für r—1. 
M 


Folgerungen aus dem zweiten Hilfssatz. Behalten wir die Voraussetzun- 
gen des zweiten Hilfssatzes bei, so ergibt sich aus der letzten Formel: 


pase Lalgerung : i) | u(p) | dos il | UP) | do für r—1. 
D mM | 
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Zweite Folgerung : [ u(p) do— | UP) do fur r>1. 
JM M 


Ist ferner M, die Punktmenge auf S,, welche der Punktmenge M auf S 
entspricht, so folgt, weil dz, =r'do, aus den beiden letzten Beziehungen 
weiter 


Dritte Folgerung : | | u(p) | da,— il | が の | do fur r—1. 
Mr M 


Vierte Folgerung : J up) de,>| U(P) do fur r—1. 
Mr M 

Anwendung der Hilfssätze auf das Poissonsche Integral. Nach Theorem 
VI und der bereits bewiesenen zweiten Formel von Theorem VII erfüllt 
das Poissonsche Integral die Voraussetzungen des ersten und zweiten 
Hilfssatzes. Die beiden Hilfssätze und die daraus sich ergebenden. 
Folgerungen sind also auf v(p) anwendbar. Die dritte und vierte Folger- 
ung entsprechen dann der dritten und vierten Formel von Theorem VII, 
welche damit bewiesen sind. 


Zweites Kapitel. 


Unitätsbedingungen für die Lösung des Dirichlet’schen Problems. 


Wenn auf der Kugelfläche S eine stetige Funktion V(p) gegeben 
ist, so existiert eine und nur eine Potentialfunktion v(p), welche im 
Innern der Kugel regulär ist und bei radialer Annäherung an einen 
Punkt p von S überall dem Werte V (p) zustrebt. Diese Potentialfunk- 
tion ist gegeben durch das Poissonsche Integral( '). Wird aber zugelas- 
sen, dass an einzelnen Punkten v(p) nicht gegen Y(p) strebt, so gilt 
dieser Unitätssatz nicht mehr. Sei z. B. eine Kugel’ durch folgende 
Gleichung gegeben 
aa +y +2)+x—0. 
Sei ferner V{x, y, 2) eine Potentialfunktion, welche im Innern dieser Ku- 
gel regulär ist und bei radialer Annäherung an einen Punkt der Ober- 
fläche überall, mit Ausnahme einer beschränkten Anzahl von Punkten, 
dem Werte der Randfunktion in diesem Punkte zustrebt; dann genügt 
denselben Forderungen auch die Funktion V{x, y, 2)+ U{x, y, 2), wo 
Wa ee a eal ra 


a 9 9 9 
pete = 
(a+ +)" R: R ( Ty + ) 


(1) Vgl. Encyclopiidie der math. Wiss. 11 C 3 (L. Lichtenstein) p. 218 f. 
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denn U (x, y, 2) ist im Innern der Kugel harmonisch(!) und strebt bei 
Annäherung an einen Punkt der Kugeloberfläche überall, mit Ausnahme 
des Ursprungs, gegen Null. 

Eine hinreichende Bedingung für die Einzigkeit der Lösung dieses 
Problems ist in folgendem Unitätssatz enthalten : 

Theorem VIII. Sei auf der Kugelfläche S mit Radius 1 eine im 
Sinne von Lebesgue integrierbare Funktion V(p) gegeben. In diesem Falle 
gibt es im Innern der Kugel eine, und nur eine Potentialfunktion v(p), 
welche 

7. im ganzen Innern der Kugel regulär, d.h. nebst den partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig ist ; 

2. bei radialer Annäherung an einen Punkt P der Oberfläche fast 
überall, d.h. höchstens mit Ausnahme einer Nullmenge von Punkten dem 
Werte V(p) zustrebt ; 

3. die folgende Bedingung erfüllt : 


lim (ot?) | 9 の ー || V(P)|dop, 
r—1] g, S | 


wo S, eine zu S konzentrische Kugel vom Radius r bedeutet. Diese Poten- 
tialfunktion ist durch das Poissonsche Integral gegeben. 

Dass das Poissonsche Integral die drei aufgestellten Bedingungen 
erfullt, ergibt sich aus den vorausgehenden Untersuchungen. (Vel. Be- 
merkungen zu Formel (1), ferner Theorem VI und VII). Es bleibt nur 
zu beweisen, dass jede andere Potentialfunktion «(p), welche dieselben 
Bedingungen erfüllt, mit dem Poissonschen Integral v(p) identisch ist. 

Seien v(p,) und u(p,) die Werte, welche diese Funktionen in einem 
Punkte p, der Fläche S, annehmen. Da diese Werte auf S, stetig sind, 
so lassen sich v(p) und w(p) im Innern von S, immer durch das Pois- 
sonsche Integral über S, ausdrücken. Ist also p irgend ein Punkt in 
K, so wird für p>r 


er? 


vpi 
=> 8, ap. 








(1) AU=0 lisst sich ableiten aus a(=;)=0, denn au=a(—)+aa(=); er 
Br: a also au=——a(—)+0a(=)=0.—Das angeführte Beispiel entspricht 
Oa \ R/° ex \ R R 
dem von E. Picard für die Ebene gegebenen. (Traité danalyse IL p. 49.) 
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Dr 24h u( Dp) © dan 


p 


Taal ees An | de, 


Sp 








v(p)— ul p)= 


Die linke Seite dieser Gleichung ist unabhängig von p; demnach testeht 
noch der Limes für o—1 und 





Lat -r° 
v(p)-u(p)=lim } EZ ere) ny) (de, 
Pp 











pol 4 ] 
Die Funktion side bleibt bei festem p beschränkt und strebt gegen 
PP» 
ーー な Es gibt deshalb eine positive konstante Grösse M, derart, dass 
fur alle Punkte p,, für welche r ーー 0 gb ot 
ae 
Anp PPp 


und gione 





— 
— 





im i ーー | るり ez de, |v(p,)-u(p,) da 
p—>1 4700 PP» L poli. 


Sp p 
Das letzte Integral strebt für 0-1 gegen Null; denn sowohl v(p,) als 
auch «(p,) erfüllen infolge der Bedingungen 2 und 3 die Voraussetzungen 
des zweiten Hilfssatzes im ersten Kapitel (Seite 50), woraus folgt 


/ v(p,)— NP) 


Nun ist 


/ lp) 一 wp.)|g 
Sp 























up) — VP) 


do, >0 fur pol. 














da,—) und f 








= の 4 回 の 4 da 
8, x 


= | lat) NP) | + up) NP) |jde-0 
für pol. 


Daraus ergibt sich v(p)=u(p), was zu beweisen war. 
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Drittes Kapitel. 


Verhalten des »‘” Differentials des Poissonschen Integrals ??) bei 
Annäherung des Punktes » an einen Punkt ?, einer Kalotte, 
auf welcher die Randfunktion V(P) analytisch ist. 
$ 1 Allgemeines über Derivierte und Differentiale. 
Transformation des Poissonschen Integrals. 
Bisher haben wir die Randfunktion V(P) als eine Funktion der Po- 


larkoordinaten Ÿ, ©, und das Poissonsche Integral als eine Funktion der- 
selben Polarkoordinaten und des Parameters r betrachtet. Seien nun 


びー の (% w) ; P=¢(U, w) (20) 
‚eindeutige, umkehrbare und in einem abgeschlossenen Bereiche aZuSD ; 
c=w=d stetige Funktionen der beliebigen Parameter u und w. Es ist dann 


PIOVERE A urn), (21) 
I AO Se ey, 
Wenn ferner die Funktionen (20) und ihre Umkehrungen 
u=u(d, 9); w=w(Ö, ©) 


im betrachteten Bereich überall stetige Ableitungen bis zur Ordnung 
h+k einschliesslich besitzen, so lassen sich die partiellen Ableitungen 
von V(P) und v(p) von der Ordnung ヵ 十 in bezug auf v und w darstellen 
durch ein Polynom, in welchem ausser numerischen Faktoren nur die 
Ableitungen von v(p) bezw. V(P) in bezug auf d und ¢ und die Ableitun- 
gen von の und © in bezug auf u und w bis zur Ordnung 2+ vorkom- 
men. Auf analoge Weise lassen sich umgekehrt die Ableitungen von 
V(P) und v(p) in bezug auf ? und e durch die Ableitungen von V(P) 
bezw. v(p) in bezug auf « und w und die Ableitungen von v und w in 
bezug auf Ÿ und darstellen. Daraus folgt : 
Wenn 


lim vp) _ Orrk VP.) 
p—>P, oe" og" 9 み * の e* 





3 


so gilt auch 
oto p) = grrk VP) 


P—P, Cu' Ow" Ou' ow" 


Ebenso gilt der umgekehrte Satz. 
Um das Verhalten der Ableitungen des Poissonschen Integrals bei 
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Annäherung an eineu Punkt der Oberfläche zu bestimmen, genügt es 
also, die Ableitungen in bezug auf beliebige Parameter zu untersuchen. 
Die gefundenen Konvergenzsätze lassen sich unter den gemachten Vor- 
aussetzungen immer auf Ableitungen in bezug auf andere Parameter aus- 
dehnen. 

Eine besonders geeignete Parameterdarstellung bietet die stereogra- 
phische Projektion der Kugelfläche S auf die Tangentialebene im Punkte 
P, (1, dv の). Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass P, dem 
Werte é,=0 entspreche. In der Tangentialebene im Punkte P, legen wir 
ferner ein rechtwinkliges Koordinatensystem (P); x, y) mit P, als Ursp- 
rung, derart dass die positive «—Achse die Schuittlinie der Projektions- 
ebene mit der Halbebene g=0 sei. や (x, y) bedeute die Projektion des 
Punktes P(1, J, €) und auf gleiche Weise }'(a’, y') diejenige des Punktes 
P'(1, d)' o'). Führen wir ferner die Bezeichnungen 


Tp,=p; ギド め テニ の 


ein, so sind (p, ¢), (p,' の ) nichts anderes als die Polarkoordinaten von 
N, ®’ in der Projektionsebene. Es gelten dann die Formeln 





2 に 2 . | v . 2 グ 
P=X+Y; cos Dre sın ee 
I 
a! y' 
N AS fis Pahl PRE EIS ‘+ a VAIO. 
4 i 
の Ù' 


Daraus leiten sich die folgenden Formeln leicht ab: 


: 40 4— 0° . 40° 
sin’) = 1; cos Os ts BID We 
0° CDS ++ eo" 


の 


mn 
4+ 0° 











und 
cos w=cos の cos の ' 十 sin の sin の cos (の ー の /) 
= (EVA p°) +16(02' +yy) | (24) 
hep) (di 


Eine Bemerkung ist noch zu machen über die Beziehungen zwischen 
den partiellen Ableitungen und den Dijferentialen. Es ist klar, dass ein 
Konvergenzsatz, welcher für alle partiellen Ableitungen einer bestimm- 
ten Ordnung gilt, auch für das Differential derselten Ordnung seine 
Gültigkeit bewahrt, und umgekehrt. 
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§ 2, Konvergenzsatz. 


Um definieren zu konnen, was wir unter einer analytischen Funk- 
tion des Punktes P auf der Kugelfläche S verstehen, nehmen wir einen 
beliebigen Punkt P, an, doch so, dass er mit dem Gegenpol von P nicht 
zusammenfällt und jrojizieren S stereographisch auf die Tangentialebene 
in PF. Dadurch wird V(P)=%(, y) eine Funktion des Projektionspunk- 
tes B(x, y) von P. Definitionsweise ist dann V(P) im Punkte P analy- 
tisch, wenn v(x, y) eine im Punkte (x, y) analytische Fuuktion der reel- 
len Variablen x, y ist, d.h. wenn in der Umgebung des Punktes (x, y) 
sich v(x’, y’) darstellen lässt durch die konvergente Taylorsche Reihe 


— 1 MES One 
vom, y )=v(a, Y)+ D | (ダー タリ ーー + (y'— y)— | 2, y). 
(©, y')=v(a, y) Siri EZRA, NS (æ, y) 


V(P) heisst dann analytisch in einem Bereiche © der Kugelfläche, 
wenn sie in jedem inneren Punkte P von 2 analytisch ist. 

Man sieht leicht, dass die gegebene Definition unabhängig ist von 
der Lage der Projektionsebene. 


Theorem IX. Wenn die Randfunktion V(P) im Bereiche 2 analytisch 
ist, so strebt das n Differential d*,v(p) des Poissonschen Integrals 
bei beliebiger Annäherung p>P, in K an einen Punkt P, des Bereiches 2 
gegen di, VP). Die Annäherung ist gleichmässig in P, wenn P, im In- 
nern des Bereiches liegt. 

Dieses Theorem stützt sich auf die Tatsache, dass das Poissonsche 
Integral unter der gemachten Voraussetzung auf der Aussenseite des Be- 
reiches 2 eine analytische Fortsetzung besitzt, wie im folgenden $ gezeigt 
wird. Daraus folgt, dass Ableitungen von v(p) auf beiden Seiten des 
Bereiches 2 stetig sind und beim Durchgang des Punktes p durch die 
Kugelfläche in P, stetig in die Ableitungen der hier analytischen Funktion 
V(P, übergehen. 

$ 3. Die analytische Fortsetzung des Poissonschen 
Integrals ausserhalb der Kugel. 

Hilfssatz I. Es sei hp) eine reguläre Potentiulfunktion innerhalb K. 
Wenn dann für jeden inneren Punkt P eines Bereiches 2 der Kugelober fläche 
der Limes Lim h(p)=H(P) existiert und eine analytische Funktion des 
Punktes P im Bereiche 2 darstellt, so lässt sich h(p) auf der Aussenseite 
von 2 analytisch als reguläre Potentialfunktion fortsetzen. 

Beim Beweis können wir uns auf den Fall beschränken, wo 2 
eine Kalotte ist.— Der Hilfssatz lässt sich durch eine einfache Transfor- 
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mation auf folgendes Analogon eines Schwarz’schen Satzes'!) zurück- 
‘ führen: 
Schwarz scher Satz. Die Funktion u(p)=u(x, y, 2) sei im Innern der 
Halbkugel 
e+y+te<c E°, 2>0 
eine reguläre Potentialfunktion. Ist dann 


u'x, y, 0)=lim u(x, y, 2) 
z2—) 


eine im Gebiete &#+,y?<A?” analytische Funktion der beiden reellen 
Variablen x, y, so lässt sich u(x, y, 2) auf der unteren Seite #<0 der 
Kreisfläche à°+7*< f analytisch fortsetzen. 

Bevor wir diesen Satz beweisen, führen wir die oben angedeutete 
Transformation durch. Sei P, der Mittelpunkt der Kalotte 2; x, y, 2 recht- 
winklige Koordinaten mit dem Gegenpol von P, als Ursprung und mit 


OP, als Richtung der positiven z—Achse. Bei der Transformation durch 
reziproke Radien 


aye apy te ee 








4x 4y と 42 


vy 


entspricht jedem Punkte (x, y, 2) des Kugelraumes ein Punkt (¢, 7, ¢) 
des Halbraumes £>2, und jedem Punkt der Kugelfläche ein Punkt der 
Ebene ¢=2. Der Kalotte 2 entspricht eine Kreisfläche 2’. Es be- 
zeichne nun P einen Punkt in 2 und (3 7) den entsprechenden Punkt 
in 2'. Es sei ferner 

95 7)=H(P) und 96 7, €)=A(p), 
also h(E, ヵ 2)=H(E, 7) in 2. 


Nach einem Satz von William Thomson (*) wird die Funktion 


VPP +O 7 


eine reguläre Potentialfunktion von 5, 7, € im Innern des Halbraumes 
€>2. Diese Funktion nimmt in の die Randwerts 


(1) Der Schwarz'sche Satz findet sich für die Ebene bewiesen 2 B. bei Osgood, 
Funktionentheorie, Leipzig (1929) I, p. 665.—Vgl. Picard, Traité d’analyse H. p. 299. 
(2) Vgl. Picard, Traité d'analyse II. p. 64. Der Satz lautet: Wenn eine Funktion 
V (x, y,z) harmonisch ist, so ist es auch 
ni ( kx ke?y k?2 ) 
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96; 7) 
YE+77+4 


an. Nun ist wegen den Voraussetzungen $(5, 7) analytisch in &,7. Das- 
= 
7 . € = の に 
seibe gilt also von ET Die Voraussetzungen des Schwarz- 


+7 +4 

Peer) © mit- 
上 + 
hin auch 9 (3, 7, ©), auf der Seite €<2 der Kreisfläche 2’ analytisch 
fortsetzen. Damit ist gezeigt, dass h(p) auf der Aussenseit ゝ der Kalotte 
2 eine analytische Fortsetzung hat. 

Um den Schwarz'schen Satz zu beweisen, nehmen wir zuerst den 
Fall, wo u(x, y, 0)=0 in + f<R. Ist dann0</,< E und bedeuten 
(r, の , の ) die Polarkoordinaten von (x, y, 2), so konstruieren wir durch 
Spiegelung auf die Oberfläche der unteren Halbkugel vom Radius R, die 
Funktion 





schen Satzes sind also erfüllt. Folglich lässt sich 


KR, 9, 0)=—MR, 1-9, の ) let 0 三 c 三 2 ァ (22) 


und bilden das Poissonsche Integral 





1 "(7 | アガ メータ" 
Ur, 0, 9) = Pl a) ee gin び の の の dy”. 
i eh i 9) (By —2rk, cos w+ Yr’)? i i 


Dieses Integral definiert eine innerhalb der Kugei vom Radius ZX regu- 


lire Potentialfunktion, die wegen (22) auf der Aquatorebene 9 ニー 


verschwindet. Ferner ist wegen Theorem III: 


lim Ut, の の 三 ん (が 。 の €). 
TR, 


Folglich haben U und u dieselben stetigen Werte auf der geschlossenen 
Fläche, die aus der Aquatorebene und der oberen Halbkugelfläche 
gebildet ist. Nach einem bekannten Satze sind sie also einander gleich 
in dem von dieser Fläche eingeschlossenen Raum. Nun existiert aber 
U auch in der unteren Halbkugel als reguläre Potentialfunktion. Folg- 
lich hat auch v daselbst eine analytische Fortsetzung. 

Der allgemeine Fall, wo u(x, y, 0) in 2 +y’<f’ eine beliebige an- 
alytische Funktion ist, lässt sich auf den soeben behandelten Fall zurück- 
führen. Nach dem Existenzsatz von Cauchy-Kowalewsky gibt es eine 
Funktion 刻々 y, +), welche auf Leiden Seiten der Kreisfläche (2° +y’< L’, 
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z=0) harmonisch und analytisch ist und sich für z2=0 auf u (x, y, 0) 
‘reduziert( ! ). 
Bilden wir im oberen Halbraum die Differenz 


u(x, Y 2)—fR Ys 2). 

Diese Differenz ist im oberen Halbraum harmonisch und verschwindet 
tür 2-0. Sie hat also nach dem vorigen Fall im unteren Halbraum 
eine analytische Fortsetzung. Dasselbe gilt fur u(x, y, 2) als die Summe 
von zwei im unteren Halbraum noch regulären Potentialfunktionen. 

Damit ist sowohl das Schwarz’sche Lemma als auch Hilfssatz I ke- 
wiesen. Die Anwendung des letzteren auf das Poissonsche Integral v(p) 
stützt sich auf die Tatsache, dass v(p) im Innern der Kugel eine regu- 
läre Potentialfunktion ist und (nach Theorem III) bei Annäherung an 
einen Stetigkeitspunkt P, der Randfunktion V(P) dem Werte V(P,) zu- 
strebt. 


Viertes Kapitel. 


Verhalten des 2 Differentials des Poissonschen Integrals vw?) bei 
Annäherung des Punktes p an einen Punkt », der Oberfläche 
S, in welchem V(7) ein Differential n'e 
Ordnung besitzt. 


§ 1. Allgemeiner Satz über das Verhalten eines Dif- 
ferentials von v(p) für p—P,. 


Bevor wir den eigentlichen Gegenstand diesss Kapitels behandeln 
können, müssen wir folgenden, das Theorem I auf die Differentiale 
einer beliebigen Ordnung ausdehnenden Satz vorausschicken. 





(1) Eine solche Funktion ist z.B. wenn (x), Yo) ein Punkt der Kreisfliiche (x? +y?< 
R?, z=0)ist: 
た 2 ん Di+k 


yy Ù 1 (0 
f(x, 9, 2) =, Ya, 0 UL (ツー の — ZZZ la ] © et. 
(2, y, 2)=u(t,, Yor 0)+ N DA o) (Y—Y5) 2 oeioy Ic 1) Aufx,,7,,0) | wo n=1,2 ..w; 


n 
ra für n gerade 
da FOSSO; LIA NE LA > i+k+2A=n; 








n-1 „. 
9 für n ungerade 
Pano 1 i (4) ? A-1) Su u 


Es lässt sich unabhängig vom Satze von Cauchy-Kowalewska zeigen, dass diese Funktion 
fx, y, 2) auf beiden Seiten von 2=0 analytisch und harmonisch ist und sich für z=0 auf 
u(x, y, 0) reduziert. 
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Theorem X. Das Verhalten des n'en Differentials in bezug auf x, y 
(stereographische Projektion) des Poissonschen Integrals v (p) bei belie- 
biger Annäherung p>P, in K hängt nur von den Werten der Randfunktion 
V(P) in der Umgebung von P, ab. 

Nach den Regeln über die Differentiierung unter dem Integralzei- 
chen lässt sich das nte Differential von v (p) durch folgende Gleichung 
ausdrücken : 


の 7 の (p= V(P) d"F(r,o) dop. 


Mit Hilfe dieser Formel lässt sich Theorem X schärfer fassen: Auf der 
ganzen Kugel gelten gleichmässig in Py folgende Grenzwerte : 








tim I [v(P) MF(r, 0) dep =0 (25 a) 
p>P,4n)aP,Pn>e - 
oder 
lim | み デリア の DE (r, de 0.  (25b) 
poPol [ARTO AZIO 


Ist ferner m irgend eine von P, abhängige, messbare Menge von Punkten 
P', welche der Bedingung w (Py P)>: genügen, so gilt noch gleich- 
mässig in P, 
Bm > ks a の ? F'(r, w) dop=0. (25 c) 
の ー テ ア È 


Ist nämlich e eine beliebige positive Grösse <7, so lässt sich 
schreiben : 


| Fi) hr の ) dop ‘= max ! d"F(r, w Fl V (RB) daz 
w (Po, ハン E<w = Art S 
e) | 


Nun ist aber 1/pP° eine analytische Funktion der zwei reellen Variablen 
7 und w, welche nur für das Wertepaar w—0, r=1 eine Singularität 
hat. Demnach sind die nten Ableitungen von 1/pP” im betrachteten 


ーー ー der Zi ie x | (a 





Bereich regulär. d” F'(r, w)=(1—7r) d” a) ist also beschränkt und 
PI 


strebt folglich für +--1 gegen Null, und zwar gleichmässig auf der 
ganzen Kugel. 
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$ 2. MP) besitzt im Punkt P ein Differential nter 
Ordnung. 

Um weiter zu gehen, müssen wir den Begriff des n°" Differentials 
von VP) in einem Punkte P, in bezug auf die stereographischen Koor- 
dinaten (x, y) genau präzisieren. 

Seien (x, %) die stereographischen Koordinaten von P,; (x,y) die- 
jenigen von P. Setzen wir V(P)=%(x, y) so verstehen wir, wenn wir 
sagen, V(P) besitze im Punkte P, ein n°” Differential, folgendes: 


1. Alle partiellen Ableitungen a (h+k=n) existieren im 
Punkte (x, Yo). 
2. In der Rene von (2,Y,) gilt die Erik uns 


= a) 
U(X, Y) = (Xp, m+ DI = Le + (グー mr | Yo) 





+ @- a) +(y—y) 2a: | Qa, Yo3 0,9). 


Betrachten wir 2(%,y%;x,y) als Funktion von (x,y) im Gebiete 
0SV (@—a)'+ (y—Y)=7, und bezeichnen wir durch “Q(P,,7) die obere 
Schranke des absoluten Wertes von 2 in diesem Gebiet, so soll ferner 
gelten 

AP,n)—0 für rd». 
Unter d?V(Py)=d2,v(@, yo) verstehen wir sodann die Form n“" Ordnung 
Reg. UE 


n T/ n © Mm 
d PP) = dot 9) =( 5 vs) va Yo): 


Wir bezeichnen kurz durch J, a P) den Ausdruck 
G 
n V.. (Po アリー の (の ? Yo) + Sie -|@- — Lo) + (ue ne] U(X, Yo)s 








sodass 
Vp) =0(0, )=V(P, P) + [Va YT": 2a» gs 2 y). (26) 
Ferner ist dann 
dro) = VE (27) 
Theorem XI. Wenn die Randfunktion V(P) im Punkte P, ein 
Differential n'" Ordnung besitzt, so strelt das n Differential des Poisson- 
schen Integrals V(P) bei Annäherung p>P, in K gegen den Wert des 
n°" Differentials von V(P) im Punkte Py, vorausgesetzt, dass p innerhalb eines 
in Winkels bleibt, dessen Scheitel in P, liegt und der die Kugel- 
Jläche S nicht berührt. 
Zur Vereinfachung des Beweises denken wir uns das Achsensystem 
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so gelegen, dass Ph im Pol liege. Es ist dann (a, y)=(0, 0) zu nehmen. 
Nach Theorem X können wir bei Annäherung p>, das Integrations- 
feld auf die Umgebung € von P, beschränken, in welcher die oben 
angeführten Bedingungen 2. und 3. erfüllt sind und somit Gleichung 
(26) gilt. Es ist also, wenn der Limes der rechten Seite der folgenden 
“Gleichung existiert, 
lim d'v(p)=lim I_ffr, | VP P)+ D" Ins © DIT EU A 
p>P, pr, o(P„P')=e 
wop'=Y @?+y”. Ferner ist, weil V,(P,, P') eine analytische Funktion 
von P’ auf der ganzen Kalotte ist, nach Theorem IX und Formel (27) 
lim [7 (P, P)d'Ær, 0)dey=d"V,(P, P)=d"VIP,. 
p— Po EN) Py P)EE 
Um das Theorem XI zu beweisen, ist also nur noch zu zeigen, dass 
TEA Pay pe の 7 AA =0, (a) = (0, 0) (28) 
Dt, 4r. PP = 
wenn p innerhalb des im Theorem genannten räumlichen Winkels bleibt. 
Wir führen den Beweis der letzten Formel zuerst für radiale und dann 
für nichtradiale Annäherung. 
1. Radiale Annäherung. Es ist zunächst d”F(r, w) zu berechnen. 
Mit Hilfe der Substitutionen 
t=COoSw; u=2r(1-t) 
erhalten wir fur Æ{r, の) 
1-7 È 1-7 
(1—2r cosw+r)" [(1-w}+2r(1—-d)]? 
1-r° 
ai == Gru). 29 
ne — 00 0) ea 
Fur u=2r(l—t) erhalten wir aus Formel (24) nach einigen Verein- 
fachungen den Wert 


MD の ) = 


16r | rey =v dor | 0° | (30) 

4+ 0" 4+p APTE Are 

in welchem 0’?=(v'—2)’+(y’—y)? das Quadrat der Entfernung By’ (B 
und $ sind, wie in Seite 56 bemerkt wurde, die stereographischen Bilder 
der Punkte P und P', und wo ゲニ アポ, = P,P” ist.—w ist eine analy- 
tische, reguläre Funktion von a, y und 2’,y’ im betrachteten Gebiet. 
Dasselbe gilt also von allen Differentialen du, d?u,....d"u von « in bezug 
auf x,y, welche also beschränkt bleiben. 


es 
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Um das Differential d”F(r, w)=d"G(r, u) zu berechnen, lässt sich 
folgende, von Fàa di Bruno(!) gegebene Formel anwenden: 


EEE VA n! OG du \k, 
À G(r, =D) ARIA eo: (+) 


du \k, ( d'u \k 
Eat fa eae 31 
+ ( 2! ) n! ) ce 








Die Summe umfasst alle ganzen, nicht negativen Werte von v,k,... ん た 。 
welche folgende Bedingungen erfüllen : 
Tg elle ey ene are 
n=k,+ 2, + ALES th 
Aus den beiden letzten Beziehungen folgt weiter 
k,+n—2r=k,+2k,4+ ....+(n—2) k, 20. (32) 


Dank dieser wichtigen Ungleichung brauchen wir, wie sich im folgenden 
zeigen wird, nur das erste Differential von u ausführlich zu berechnen. 
Aus (39) erhalten wir dafür 


ニー927 [ZEHN ++ ar ra) 


Da wir jetzt nur radiale Annäherung betrachten, so ist (x, y)=(0,0) zu 
nehmen ; also 


(OU) PEER So xc'de+y'dy 
4 o! 


1 


37 





8r0' 
12 


Ì 





[cos g'da+sin ay =p'.O(r,P). (83a) 


Cr, P') ist eine fur p'-0 beschränkte Funktion im betrachtsten Ge- 
biet. Ferner ergibt eine einfache Berechnung aus (29) 


o G i ) 1-7 
(120.0 010 Irene 
au ( DI | ay (7 | ROSS È 
[r°=(1-r)Y+]. (34) 
Fassen wir nun unter C,,(r, P’) den Wert [O(r, P’)]", sowie alle in (31) 
und (34) vorkommenden konstanten Faktoren und höhsren Differentiale 
zusammen, so erhalten wir für (31) bei radialer Annäherung 





(1) Fàa di Bruno, Einleitung in die Theorie der binären Formen, Leipzig (1884 ) 
p. 3.—Vgl. Franz Mayer, Math. Annalen 30 (1889), p. 454 und 464. 
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CIO pug == (ere) | eye 
ー ロ ユー の 2 Onl Pe pepe (35) 


wo C,,(7, P') eine im betrachteten Gebiet beschränkte Funktion ist. 
Gehen wir nun auf die zu beweisende Formel (28) zurück. Setzen 
wir daselbst den in (99) dargestellten Wert für d”F(r, ©) ein, so erhalten 


wir 








i I PORT; ge De 19 fOr, PIO LE dop; 
(PP) o(P°, mae Bi, a 


Für den uster dem Integralzeichen vorkommenden Pruch lässt 


sich schreiben 


In+k, 7 7 
È = = (=) re; n+k,—27=0 (nach 32). 











vati 
の 2 sin の : | 
Aus / 王 2tfg —_ = und -r?=(l—r)?+2r(1—cos 0’) fulgt, weil 
Sg Tre ‚=(1-r)+2r( ) ile 
wir € < = voraussetzen konnen, 
a ki 4 sin” ay! 
rs TESS d'Y(1-r}Y+2r(1—-cosd') 
< 4 gin?) 2 sin’ d' Be 2 
2r(1 + cos 8’)? (1—cos d’) rsind' 2 


Nach diesen Abschätzungen gibt es zwei positive, endliche Za hlen Mr 
und M,, derart dass 





Ma | Ga) Li . pork 2 
und | 

M,= 2 M. 
und folglich | 


FE p LIME の ) dop, ミル ーー IE don (c=y=0). 
x J'o(P,,P)= An Jo(P,.PySe Tr 


Nach dem Mittelwertsatz und Formel (2) ist aber für ein beliebiges p 


È i si | 
1 fa Le dow = Reali DE r {= do p= (Pe) (87) 











An Be he UA L 
s 
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wo 2(P,,¢), wie in der Erklärung der Voraussetzung (3. Bedingung) 
gesagt wurde, die obere Schranke der absoluten Werte von 2 auf der 
Kalotte „(P,P')=e ist und mit «0 gegen Null strebt. Damit ist für 
radiale Annäherung bewiesen, dass 
me | 0" Qd"F (r,w)den| < MD P,:)>0 für <>0. 

PoP, | 42 J wP „P')=e 

2. Nichtradiale Annäherung. Nach Voraussetzung bleibt p inner- 
halb eines räumlichen Winkels, dessen Scheitel in P, liegt, und dessen 
Seiten die Kugelfliche S nicht berühren. Der grösste Winkel 4 pP,C 
für einen Punkt p innerhalb dieses räumlichen Winkels sei 0, Es ist 





also 0 < > . Um einen passenden Ausdruck für d”F‘(r, w) zu erhalten, 


können wir von den im vorigen Fall entwickelten Formeln (20) bis (34) aus- 
gehen. Aus (33) erhalten wir, wenn 2’—x=d cos Y und y—-y=0sin Y 
gesetzt wird (wo 7 den Winkel zwischen der > 一 Achse und der Strecke 
の bedeutet), 
ae | —32r [(4+°) cos ¥+a0]dn+ [(4+ p*) sin en 
4+ p° (440°) 
=0. Cr, p, P'). 
C(r, p, P') ist eine für das ganze betrachtete Gebiet beschränkte Funktion. 
Fassen wir wieder unter C,,(7,p,P) die Funktion [C(r,p, P')]": , sowie 
alle in (31) und (34) vorkommenden konstanten Faktoren und höheren 
Differentiale von uw zusammen, so ergibt sich für (31) 
k 
の G の の = の to の = ローy5 DI 0)・ a (38) 
wo wiederum C..,(7,p,P’) eine beschränkte Funktion ist. 
Setzen wir den gefundenen Wert d”F(r,w) in das Integral der For- 
mel (28) ein, so ergibt sich 





= p'" LA" Fr, w)dop 
(PP) x 
= 2 [0 (ん 2 の 6 La lone (39) 
oP, PF) =e 


の und à sind die Seiten des Dreiecks P,PP’ (P und P’=stereographische 
Bilder von P und P). Es ist also 'pP'Sp+ö; ebenso ist 0=p+0; 
demnach gilt 
In Ak n+k 
SOD be mere (PSO) UM ed: = Is) |; n4+k,—2 20. 


ri oy eo Be 27 ri 
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Für die Abschätzung von ee folgt zunächst aus r’=(1—r)’+u 
L 
の MP が Az & 
pF EP) 
_ 9" 2 2 
RA) EP fa ppi do) 
16r 4 | 
Ferner ist 
RRQ pris p° , PES ER rd ot 
a Gent) (1-7) (44 p")(44 0°) — 


Um den Bruch —” abzuschätzen, betrachten wir das Dreieck CpP). 





Sei < CP p=69. Nach Voraussetzung ist 9 = 9 ご coi Ferner ist< P,Cp=0 


und Cp=r. Nach dem Sinussatz ist 


2 sin の Bm の 2 en の ひ 
sin( ア ー9ー め ) sin(6+d) ~ sin(0+0) ” 
wenn の genügend klein ist. Da ferner p=2tg3,,= PUR , so ist 
1+cosò 


p — 2sind (sin O0 +0) 
1—r —1+cosd sin(9+d)-sin®' 
Dieser Ausdruck bleibt beschränkt fur #>0 und strebt für Ÿ—0 gegen 
tg 0, wie eine einmalige Differentiierung von Zähler und Nenner nach Ÿ 
zeigt. 


Aus diesen Abschätzungen folgt, dass _£_ und sl 
ri 7 


ben, dass es also eine positive, endliche Zahl J/’,, gibt, derart dass 





beschränkt blei- 





M,> LE (0 +0)" -2r 





CUT, D, Eu 





und ebenso eine positive, endliche en M,, derart, dass 
= DI Mx ’ 
rik 
und, dass folglich unter Beachtung der Formel (37) gilt 


| as Î p"Qd'F\r, w) do pr 
4r JP PSE 








ン Am エー?" Te] | 
<M, JE dop<M, PP). 


Ar (Poy PISE do 
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Der letzte Ausdruck strebt für «+0 nach Voraussetzung gegen Null. 
Damit ist Theorem XI vollständig bewiesen. 

Die Beschränkung in bezug auf die Art der Annäherung p>P,, die 
wir bis jetzt festhalten mussten, kann fallen gelassen werden, wenn in 
bezug auf V(P) folgende Voraussetzung gemacht wird: 


§ 8. V(P) besitzt in P) und Umgebung ein Differential 
n'e Ordnung, welches in FP, stetig ist. 

Theorem XII. Wenn die Randfunktion V(P) in einem Punkte P, 
und in allen Punkten P der Umgebung von P, ein Differential n'" Ordnung 
besitzt, und dieses Differential im Punkte P, stetig ist, so strebt das n° 
Differential des Poissonschen Integrals v(p) bei ‚jeder beliebigen Annäherung 
p—P, in K gegen den Wert des n°" Differentials von V(P) im Punkte P,. 

Es werden also zwei Dinge vorausgesetzt: 1. dass das n° Differen- 
tial von V(P) in Py) und in einer Umgebung e von Py existiere, d:h. dass 
‘in der Umgebung eines jeden Punktes P der Kalotte w(P), P)=e, sich 
V(P') darstellen lasse durch die (in $2 näher erklärte) Formel 


PP)= VB P)+d Qays2',y); w(B,D)=s, (41) 
n r) 
wo PP P)=0(0s9) + DI le» ane] dl 


en) 
und 2(P,7)=obere Schranke | 2x, y; æ', y')[ >09 far 7-0, 
DHCP al) ER 
Nach der letzten Beziehung, in welcher 2 als Funktion von (2 の ) auf- 
gefasst wird, gibt es für jeden Punkte P der Umgebung e von P zu 
jedem 7, >0 ein 7r>0, derart, dass | 
2(P,4)<7, wenn 27». 
Es wird 2. vorausgesetzt, dass das x’ Differential von V(P) im 


Funkte P, stetig sei. Wir sagen definitionsweise, dass dies dann der: 


Fall sei, wenn alle Ableitungen EOD n, im Punkte P, 
Ox Oy k 


stetig sind, und wenn überdies 9(P,7) in der Umgebung von P, gleich- 
mässig gegen Null strebt, d.h. zu jedem 7, >0 lassi sich ein von P 
unabhängiges 7, > 0 derart bestimmen, dass 


AP.) <m (42) 
für alle P der Kalotte w(P,,P)=7, und für alle 7, die der Ungleichung 
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7=7, genügen. Wir wählen e=7, Dann gilt Ungleichung (42) für 
alle P der Kalotle w(P,P)Ze und alle P' der Kalotte v(P,P))=«. 

Um den Beweis des Theorems zu führen, betrachten wir eine 
Kalotte "= w(P, P’)=s, deren Mittelpunkt P auf dem gleichen Radius 
mit p liegt und folglich mit p gegen P, rückt. Für jede Lage von p 
gilt 


の (の ) ニ ーー i と (PD の Oo) の の ゃ キーー {i ViP a" Fr, don. 
Ar Jr Ar JS-r 
Das zweite Integral der rechten Seite dieser Gleichung strebt bei An- 


näherung an einen beliebigen Punkt P von め gleichmässig gegen 
Null. (Theorem X. Formel 25a.). Es ist also 


Der VP) d" Fr, 0) dop=0. 
p—P, Ar JS—r 


Das erste Integral der vorletzten Gleichung lässt sich, wenn ア nahe 
genug an P, gerückt ist nach Voraussetzung (41) auf folgende Form 
bringen: 


1 | (PJ) の Fir,w)don = + fi V,(P, P')d'F(r, o) dap 
Ar Jr Az Jr 


Viele? ih DO F(r, 0) doy; w(P,P)=e. (43) 
4x Jr 


Beachten wir beim ersten Integral der rechten Seite, dass V,, zwar analy- 
tisch ist, aber nicht nur von アア, sondern auch von P abhängt, und 
dass anderseits die Kalotte 7 ihre Lage mit P ändert, sodass Theorem 
IX nicht ohne weiteres Anwendung findet. Lassen wir aber P nahe 


x € 1 
genug an P, heranrücken, z.B. so, dass w(P,, ze dann ist und 


bleibt die feste Kalotte /, mit Mittelpunkt P, und Radius 3 ganz im 


Innern der veränderlichen Kalotte /, Anderseits haben alle Punkte P’ der 
veränderlichen Kalotte I, welche ausserhalb der festen Kalotte I liegen, 


den Abstand w(P, P' = . Wir nennen die Menge dieser Punkte M. 


Wir erhalten dann für das erste Integral auf der rechten Seite der 
Gleichung (44) 


i | V, (P, Pd" F (1,0) do» = | V.(P, P'\d'E(r, 0) do 
Ar Jr Ar Jr, 
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+ [I BPIdF(0)d0ns wo (Py; Pye 
4x J 


Auf das letzte Integral findet gleichmässig in P die Formel (25c) An- 
wendung, sodass 

im L (V(P,P)\d*Fr,0)dop=0. 

p>P, 47 IM 
Um den Grenzwert des ersten Integrals fur p>P;, 


loo = PAR PId'E (7 0)d r (44) 
p—P, 


zu bestimmen, zerlegen wir V,(P, P') in seine Bestandteile. Aus 


( め 
PE P)=v(e )+ D Le 0240-02] ee の 


entstehen zunächst, das Glied in y) abgerechnet, Ausdrücke von der 


Form 
i (*) , ルー if LL orvlz, Y) 
Bee Ai FIA EARLE EE 
DI \u ( aia eh or’ # Oy 


und durch Ausführung der Potenzen (2’—2#)’-* und (y'—%)f 
i ( "i AC zo & I — 1) 9/8 608 ay! Toy O'V (a, y) 

y! ui ひ t OF. Cigna 
GN LUE a Pe LI REIT 


‘ 


7 U0, 1, 2... SU value 


O'u(x, y) 
dx Oy 
abhängig und können als Faktoren vor das Integral gesetzt werden. 
の の (の 9) 
on * Oy" 


Die Grössen af, y und sind von den Integrationsvariablen un- 


Die Ableitungen streben fur p — PF, nach Voraussetzung stetig 


の の (0, 0 ) 
on’ # Oy” 
so verschwinden alle Teilintegrale, in welchen o+7>0 ist. Es bleiben 
also fur (44) Ausdrucke von der Form 

A 
us divo. ps EDEN N 
Der Grenzwert eines solchen Ausdrùckes ist nach Theorem IX 


uf ( ル ) の '? の (0, 0) 7 ルール 77 
AT e fi : P e 
y! Don EC 


gegen ; weil jerner x und y für p—P, gegen Null streben, 
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Nun ist aber 


lag wenn v<n; 
d'a #y#)= 
\(n— 2)! pl da”-* dy”, wenn v= n. 


Somit erhalten wir für (44) die Summe 


Dl np! al (ae dye ON _ ano, 0). 

Cones Or eae 
Das noch vernachlässigte Glied v(x, y) spielt keine Rolle, denn das darauf 
bezügliche Integral ist Null, wie sich ergibt, wenn man v=0 setzt.— Es 
ist also 

lim L [W,(P,Pa" Ar, o)do»=d"v(0,0) =a" VP). (45) 

poP, 47 Jr, 
Es bleibt nur noch das zweite Integral der Gleichung (43) abzuschätzen 
oder zu beweisen, dass 


FI d,0d"Frso)drn=0; o(P, P)<s. . (46) 
poP, 47 

Nach (38) gilt für einen beliebigen Punkt p 

or+k 


342 
us 





3 


0. の no) ニ ロー の ) アプ) Cx (rp, P'). 
と, た 


wo C,,(7,p,P) eine beschränkte Funktion ist und die Ungleichung gilt 
k,+n—2v=0. Aus Ungleichung (40) folgt ferner 


(@ys = 『 


Es gibt auch hier wieder eine Zahl MM” , derart dass 
Are 








(Er (7, 7, en Orr —2v 
und ebenso eine Zahl M,'=2 cr Fe (unter Berücksichtigung von 
(37) gilt 

Lu | 8" 0d" F(r, 0)doy 
Ar Jr 





< m It i || Go EM, AP ©) 
TR TT A 








Nun ist aber, weil wiP,P)<e und „(P,P)=e, ferner e=n,, Un- 
gleichung (42) anwendbar, wonach A(P;e)<n,, also beliebig klein ist. 
Der letzte Ausdruck strebt also für P>P, gegen Null. Für das Differen- 
tial d”v(p) bleibt also bei einer beliebigen Annäherung y—P, in K nur 
der in Formel (45) dargestellte Ausdruck d"V(P,) übrig, was dem zu 
beweisenden Theorem entspricht. 
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Aus den dargelegten Beweisen ergibt sich folgendes Korollarium. 
Wenn das Differential d"V(P) in allen Punkten eines Bereiches stetig ist, 
so strebt das Dijferential d’v(p) bei beliebiger Annäherung p>P, in K an 
einen Punkt P, dieses Bereiches gleichmässig gegen d”V(P,). 


S 4. V(P) besitzt in P, eine verallgemeinerte Ableitung. 


Das Verhalten der Ableitungen von v(p) bei Annäherung p—P, in 
K kann, wie in der Einleitung bemerkt wurde, auch durch direkte und 
vollständige Berechnung dieser Ableitungen untersucht werden. Dieser 
Wes führt zwar zu sehr allgemeinen Resultaten, in welchen die verall- 
gemeinerten Ableitungen von V(P) vorkommen, aber er ist praktisch nur 
für die Ableitungen der ersten Ordnungen gangbar, weil er sich rasch 
in sehr langen und komplizierten Rechnungen verliert. Wir werden in 
diesem Paragraphen diesen Weg und die entsprechenden Resultate nur 
skizzieren. Eine ausführliche Darstellung kann schon deswegen erspart 
werden, weil sich eine solche fast wörtlich mit einer analogen, von 
Hern Plancherel über die Laplacesche Reihe durchgeführten Unter- 
suchung(~) decken würde. Wir beschränken die Untersuchung auf 
radiale Annäherung und auf die partiellen Ableitungen der ersten und 
zweiten Ordnung in bezug auf die rechtwinkligen Koordinaten (x, y), 
welche den im dritten Kapitel erklärten Sinn haben. Das Achsensystem | 
wählen wir so, dass der Punkt P, in den Pol zu liegen kommt. Um 
uundtige Wiederholungen zu vermeiden, werden wir, gestützt auf 
Theorem X (Formel 25a), das Integral über die Kalotte w(P,,P’)>< 
vernachlässigen und nur folgenden Ausdruck untersuchen : 


re | ViP) Di, Fr, @)dep,; n=]1, 2, 

r—>1 47 JP, P)Se e 
wo D?xF(r,@) die partielle Ableitung von F(r,w) für > ニッ ー0 von 
der Ordnung ? in bezug auf æ und von der Ordnung % in bezug auf y ist 


(.+k=n). Wenn dieser Grenzwert existiert, so ist er gleich lim D}, v(p,). 





Pa ee 
Eine einfache Rechnung ergibt aus (23) und (24): 
( の の ) 5 ee ) . / 
ns = — COS の 「: = = —Sin @ ; 
0% r=y= 9 oy x=y=0 
2) = — cotgö'sin’o'; ( = cote’ cos’ ¢'; (47) 
OL x=y=0 dy z=y=0 


(1) M. Plancherel, Sur la sommation des séries de Laplace et de Legendre, 
Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo 33 (1912), p. 1-16.—Dieser Arbeit sind auch die 
Definitionen der verallgemeinerten Ableitungen entnommen. 
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Ow 
ーーcotg d' cos o! sin c/ 
(Fo) e 0018 d' c08 9 sing 


Ferner lassen sich durch partielle Integration unter Berücksichtigung 
von (2) und (5) folgende Hilfsformeln ableiten: 


jm nie Il i ae sin? の di! = —2, (48) 
< の (か DA DER 7 
lim + an SANG) sing dd’ =2.3-=6. (49) 


Durch Einsetzen des in Formel (27) gegebenen Wertes erhalten wir, vor- 
ausgesetzt, dass der Grenzwert der rechten Seite der folgenden Gleichung 
existiert, für die A’leitung erster Ordnung in bezug auf x: 

1 と ( ど ) 2 3’) 


lim Di ,%(p,)= — wi EMS 


sin d' dd' cos の de’ 


ーー ーー テリ ーー か à, SALES EE à RES de'. (50) 


xsintJw- 
Unter der Voraussetzung, dass das Linienintegral 


(AA CRA) eat V(P') cos の dy’ 
zsınt Jo=i 
fur た > 十 0 einen Grenzwert 
V0 (Po3 +90) =lim chev ileal VP’) cos の do' 
t—++0 zsint JW=t 
besitzt, nennen wir V;,9(P);+0) die verallgemeinerte Ableitung von VP) 
in bezug auf x im Punkte P,. 

Wenn diese Voraussetzung erfüllt ist, so lässt sich unter Berück- 
sichtigung der Formel (48) und unter Anwendung der im ersten Kapitel 
mehrfach durchgeführten Schlussweise aus (50) folgendes Resultat 
ableiten : 





lim Di, (py) = Pi, 0 (Po +0)= lim 1 (WP) cos o dy’, 
t—+0 zsint J vat 
d.h. wenn die verallgemeinerte Ableitung von V,P) in bezug auf x im 
Punkte P, existiert, so strebt die Ableitung von で (の ) in bezug auf の bei 
radialer Annäherung p,>P, wach dem Wert der genannten verallgemeinerten 
Ableitung von V(P). Weil wir jede beliebige Richtung als «-Richtung 
annehmen können, so gilt dieser Satz ganz allgemein für jede Richtung. 
Bildet eine Richtung die wir die — Richtung nennen, mit der ange- 
nommen «-Richtung den Winkel の , so lässt sich die verallgemeinerte 
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Ableitung in bezug auf diese ¢—Richtung durch einfache Überlegungen 
auf folgende Form bringen : 





Vo(Py; + 0)=lim 


t—+07 sint 


vale VP) cos の ー の 9 


Völlig analoge Überlegungen führen unter Anwendung der Formel 
(49) zu entsprechenden Resultaten in bezug auf die Ableitungen zweiter 


Ordnung. Sind の = und @,=@+ 7 zwei beliebige aufeinander 


senkrechte Richtungen im Punkte P,, Dip) die zweite Ableitung von 
v(p) in bezug auf die Richtung @ und D;,,,v(p) die Ableitung zweiter 
Ordnung in bezug auf die beiden aufeinander senkrechten Richtungen +, 
und ¢,, so gilt, wenn in den folgenden Gleichungen der Grenzwert der 
rechten Seite als existierend vorausgesetzt wird: 


lim Div py) = Veet Fo; + 0) 
r—€L 





= lim 
i—>+0 7 sin’t 


= JP) V(+0)][3cos?(y’ —y)—sin'(y’ —¢)]dg'(*). 


lim Dip) = Vo alfa FU) 
rl fica 


192 


sling — 
i—+0 7 sın“t 





jr) —V\+0)]2sin(g 一 の) do'. 


Wir nennen V,,(P); +0) und Vyy,(P); +0) die verallgemeinerten Ab- 
leitungen zweiter Ordnung von V(P) in bezug auf die Richtungen @ bezw. 
の 」 und @ 

Bei der Definition der verallgemeinerten Ableitungen ist immer 
vorausgesetzt, dass P, im Pol des Achsensystems liegt. Offenbar lassen 
sich die Definitionen auf beliebige Punkte ausdehnen. — Die Resultate dieses 
Paragraphen lassen sich in folgendes Theorem zusammenfassen : 

Theorem XIII. Wenn die Randfunktion V(P) im Punkte EP, 
verallgemeinerte Ableitungen erster oder zweiter Ordnung im oben definierten 
Sinne besitzt, so streben die partiellen Ableitungen von の ( の) bei radialer 
Annäherung an Py gegen den Wert der entsprechenden verallgemeinerten 
Ableitungen in diesem Punkte. 


85. Anwendung der gefundenen Resultate auf 
Reihe von Laplace. 


Wie in der Einleitung bemerkt wurde, bildet das Poissonsche 





(1) V(4-0) bedeutet hier den Kreismittelwert von V(P) im Punkte P,. 
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Integral ein Mittel, um die Reihe von Laplace zu summieren. Entwickelt 
man nämlich Æ{r,«w) nach Potenzen von r, so erhält man für v(p) die 
Reihe(~ ), 
+ 1 i 
v(p)= pees mf V(P)P, (c050)don= DI My, 

n=0 n=0 
wo ん (cos w) das ra Polynom vom Grade n in cosw 
bedeutet. Aus der Ungleichung | P,(cosw) | = 1 folet : 





ARE 4s [ V(P")P, (cos w) dap, 








= (2n + 1)M 
Ar 





= Tr V(P') [don £ 


Die Potenzreihe 27° Y, ist also fir 7 <1 gleichmässig in d und o 
konvergent, wenn nur VP) integrierbar ist. 
Unter der Laplaceschen Reihe von V(P) versteht man die Reihe 


' Y,- Diese Reihe braucht nicht zu konvergieren. 
0 


Unter Poissonscher Summation der Laplaceschen Reihe versteht 
man den Grenzwert 


lim DI UO 


r—>1 


s 
1 deg 


Dieser Limes kann bestehen, ohne dass die Laplacesche Reihe kon- 
vergiert. Wenn aber in einem Punkte (d,g) die Laplacesche Reihe 
konvergiert, so ist nach einem Abelschen Satze folgende Gleichung 
erfullt : 


D: Y,(Î, g)=lim > " Y,(0,¢) . 


n=0 n=0 
Wenden wir nun die gefundenen Resultate auf die Poissonsche Sumia- 
tion der Laplaceschen Reihe an. Nach Theorem V gilt folgendes: Wenn 
die Funktion V(P) im Punkte P, einen Kalottenmittelwert V(Py) besitzt, 
so ist 


lim Dr Y, (Po) = V2(F). 


ター タル si) 


Auf gleiche Weise lassen sich Theorem I bis IV und Theorem VI 
übertragen. 
Ferner gilt in bezug auf die Differentiale nach Theorem XI und XII 


(1) Vgl E. Picard, Traité d’analyse, Paris (1891) I, p, 260. 
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und dem zugehörigen Korollarium folgender Satz: Ist > Y„ die formell 


n=0 
gebildete Laplacesche Reihe der Funktion V(P), und besitzt V\P) im Punkte 
P, ein Differential n‘” Ordnung, so ist 


Ty Oster ho) ae OL ae 
roi € 9 の * の e*-* ddr" 
Diese Formel gilt gleichmässig für alle Punkte eines Bereiches, auf welchem 


das n'° Differential überall stetig ist. 





An Extension of a Theorem of Salmon, 
by 
YOZABURO SAWAYAMA, Tokyo. 


Theorem: Take any two points A, B and their polars with respect 
to a fixed conic S. Let the perpendiculars, drawn from each of A and 
B to its own polar, meet an axis of the conic in the points M and N 
respectively, and let the perpendiculars drawn from each of A and B to 
the polar of the other point be AP and BQ. Then 


AM BQ=BN- AP; 
each segment of line having the proper sign according to the rule of 
analytical geometry. 
Proof: Taking the axis MN and the ove of its conjugate chords 
as the axis of coordinates, we get the equation to the conic of the form 
ax + y +2gx+c=0. 
Let the coordinates of the points A and B be (x',y') and (x,y) 
respectively. Then the polar of the point À is 


ax'a+y'y+9(a'+x)+c=0. (1) 
If D is the intersection of the line AM and the polar (1), we have 
BQ _ 2 の ply" +g @ tr )te (2) 
AD ax” +y?+2g&' + c 


since BQ is parallel to AD. 


If the perpendicular AH drawn from A to the axis MN meets the 
polar (1) at the point F, then the coordinates of F(a',y'+AF’) will 
satisfy the equation (1), namely 

ax” + y'(y'4+- AP) +2ge'+c=0, 
so we have 
—y". AF=ax"+y"+2gx +c. (3) 
Since the points D, M, E, F are concyclic, we see that 
—y'° AF=AE.AF=AM- AD, 
and hence from (3) 
AM: AD=ax"+ y”-+2g9x' +. 
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From this and (2), we finally get 


em ana De 
AM: BO=AM: AD PTS 
ax x" +y'y"+g(a +x')+c. 

Since the last expression is symmetric with respect to the points A 

and B, we must have 
All B= BN * AP. 

N.B. The above theorem still holds when we take any diameter 
of the conic instead of the axis, provided that AM and BQ are anti- 
parallel to any conjugate chord of the diameter with respect to the angle 
between the diameter and the polar of A, and BN and AP similarly 
modified. 

Specially if tha conic S is the circle, the two points M and N 
coincide with the center, and we get the theorem of Salmon. 





Über eine arithmetische Eigenschaft gewisser 
Reihenentwicklungen, 


(Auszug aus einem an Herrn M. Fujiwara gerichteten Briefe), 
von 


GEoRd POryA in Zürich (Schweiz). 


.. Ihr Satz über die Periodizität der Entwicklungskoeffizienten mod. m(*) 
hat mich seit längerer Zeit ausserordentlich interessiert, denn er schien 
auf einen eigenartigen und von anderer Seite her unbekannten Zusammen- 
hang zwischen arithmetischen Eigenschaften und analytischem Charakter 
hinzuweisen. Ich bemühte mich die Frage zu entscheiden, ob Ihr Satz 
nicht von beschränkenden Voraussetzungen befreit und in folgender Form 
ausgesprochen werden kann: Sind a, の dy... Gay... .ganze Zahlen, und 
genügt die Eeihe 


72 Un 





1 e Roa BEE 

D TO rar ili 
einer algebraischen Differentialgleichung, so ist die Zahlenfolge Gy 4, の ・・・ 
Any. ...von einer gewissen Stelle an periodisch nach: jedem Modul m, der 


durch gewisse, in endlicher Anzahl vorhandene Ausnahme-Primzahlen nicht 
teilbar ist. Leider ist aber der Satz in dieser Allgemeinheit nicht richtig, 
sondern es müssen Beschränkungen dazu kommen, wie ich es sofort mit 
einem Beispiel belegen werde, und zwar lassen sich die von Ihnen 
a. a. O, S. 58-59 angegebenen Beschränkungen nicht wesentlich erweitern. 

Soll die Reihe 

y=A,+A e+ 包 ダ 十 .... 

der Differentialgleichung 

(2) ny" +(1—42)y’ —2y=0 
genügen, so muss fur n=1,2,3,..., i 

n(n—1)A,+nA,—4(n—1)A,_,—2A,_,=9, 

4n—2 pa te) A 


n° n 





イー 


nel 


(1) M. Fujiwara, Uber die Periodizitit der Entwicklungskoeffizienten einer analy- 
tischen Funktion nach dem Modul m, dieses Journal Bd. 2, S. 57-73 (1912). 
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sein, also, 4)=1 gesetzt, 
n! 1 /2n 
cae Ning | ) 2 
hae n ! 


Der Binomialkoeffizient (%%) ist eine ganze Zahl, also die Reihe 


2 の AN 2n\ x” 
3 14( の ( EN Ns 
(3) à ) wi TRE +( n i 


ist eine Reihe von dem Typus (1), eine „ganzzahlige Reihe” im Sinne 
von Hurwitz. Die Reihe (3) genügt der Differentialgleichung (2), aber 
die Folge der Koe fizienten 

(4) La) (lade. (nr). | 
ist nach keinem ungeraden Primzahlmodul periodisch (weder rein-, noch 
gemischt-periodisch), wie ich es sofort zeigen will. 

Fs sei p eine Primzahl, の 三 9. 

Es sei gegeben eine positive ganze Zahl k. Der springende Punkt 
wird sein, dass k beliebig gross gewählt werden kann.) Die höchste 
Potenz von 9, die in (2%—1)! aufgeht, sei bezeichnet mit ish =}, Dieser 
Definition gemäss ist r=1. Es sei 


(9) p'=m 
gesetzt. Es ist für Hei | 
Cae 2m—1l 2m—2 Dm —3 K 
my E ae 


2m—2q+2 2m —2g + 1 ME 
m—-q+tl m—q+l mq 


(der erste Bruch rechts ist mit m gekurz:). Daraus folgt, gemäss (5) 
2(m — q) 
= At)! = 7 
2. (2g 1)!( = (mod. 9"). 


Falls g so kann man des weiteren behaupten, gemäss der Definition 
der Zahl r, dass 


(ate. fies p). 





, Î i 
Es ist (ae 2m! dureh p* teilbar und durch p**' nicht mehr 
M] mim! | 


teilbar, wenn 


fe Es sh) 
2 p pP p Più が 


gesetzt wird, nach einer bekannten Regel. Gemäss (5) ist aber die so 
definierte Zahl a=0. Anders gesagt, es ist 





+ 
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(の) ま *0 (mod. p). 
m 
Andererseits haben wir eben festgestellt, dass 


Seas (LIT )= DER =( 71 )=0 (mod. の ). 
Wird die Zahlenfolge (4) mod. ヵ auf die kleinsten nichtnegativen Reste 
reduziert, so befinden sich darin belvebig lange Sequenzen von aneinander- 
folgenden Gliedern, die =0 sind, gefolgt von einem Glied, das +0 ist: 
also ist weder die Folge (4) mod. p periodisch, noch irgend eine Folge, 
die aus (4) durch Wegwerfen von endlich vielen Gliedern entsteht, 
w. z b. w. 
Ihrem Satz a.a. O. widerspricht mein Beispiel nicht. Wird nämlich 
die linke Seite von (2) mit F(a, y, y’, y'') bezeichnet, so ist 
2 パー OF 
ay”, ey | 
also ist keine der beiden Bedingungen erfüllt, unter denen Sie die 
Periodizität der Koeffizienten a), @,, 0,,....in der Reihe (1) gezeigt haben. 
Ich habe übrigens das Beispiel von einer inderen Fragestellung 
ausgehend gefunden. Sind a,, @,,@,,....ganze Zahlen, und stellt die 


Reihe 


—1-4x, 





Re Gli, 
eine rationale Funktion dar, so ist die Zahlenfolge a, a,, a.,....nach 
jedem Modul periodisch (d.h. entweder rein- oder gemischt-periodisch). 
Kommt vielleicht diese arithmetische Eigenschaft einer allgemeineren 
Funktionenklasse, z. B. den algebraischen Funktionen zu? Nein, besast 
mein Beispiel; denn 


VA rer 


ist eine algebraische Funktion. 





Sur de certains systèmes' d’equations différentielles, 
- par 
PHILIPPE SIBIRANI, à. Pavie, Italia. 


1. Soit gy une courbe gauche référée à un système d’axes Oxyz, 
P un point de g, - Envisageons Tetoile de droites S et Tetoile de plans 
2, dont le centre est un point quelconque de l’espace, S engendrée par 
les droites parallèles aux rayons OP et Z engendrée par les plans 
parallèles aux plans normaux Agen P. Soient A(a, b,c), B(a, 2,7) deux 
points quelconques mais distincts et considérons les deux étoiles S' et 
2", la première de centre A et la seconde de centre B, référées projecti- 
vement à S et 2 respectivement. En précisant, si l’on prend O comme 


centre de S et de À, et si 


sont les équations d’une droite r de S, les équations de la droite 7’ de 
S' correspondante soient : 
の み ー@  Yy-b _2—c 


= う 


が m n 











ou l',m',n sont liés à 1, m, n par les équations : 
pl =a,l+agm+a,zn 
OM! = Ayl 十 の 276 + Go 
の 2 =Asb + asm 十 の 22 
avec p coefficient numérique. 
Si 
dr + py + v2 
est Tequation d’un plan 7 de や, l’équation du plan correspondant z’ de 
2 sorb 6 
(@ー@) パ 十 (9 一 の 〆 十 (4 一 7) ゾ 0, 
où 2',u!,v' sont liés à ん {sv par les équations : 
T À =bià+ Daft + bi 
T P= by A+ bu + bu 
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Tv = by At dope + bu, 
avec て coefficient numérique. 

Dans S’ et 2” nous considérerons correspondant une droite 7’ et un 
plan z’, lorsque 7’ est la droite correspondante à la parallèle à OP et 
z' est le plan correspondant au plan parallèle ou plan normal en P à g. 

Lorsque P se meut sur の entre が et 2” naît une correspondance : 
appellons /' la courbe lieu des intersections des couples d’éléments 
correspondants dans S’ et 2°. 

Cela posé, nous démontrons que: 

Les courbes /' relatives aux co” solutions du système : 


(1) dy a! ア ,( あ の 2) dz __ P.(x,y,2) 


SAI aa ae ES TS Se res う 
DEP; Oe ERO RA 
ou P,, P., P, sont trois polynömes homogènes de degré k en ©, y,%, ap- 
partiennent è une surface algébrique d’ordre k+1, qui passe par A et 
par B et qui a en A un point k-ple, 
Si les coordonnés de P sont x, y, 2, les équations de r’ sont: 


(2) BR Be Y—b chi グーc 
AT + の 2 の 7 十 3% の の + の 57 + Ah AT + の 557 -+ の る 
et l'équation de 7’, ayant regard à la (1), est: 
CP EDP PDP) 上 (ーー の (万 志太) 
| +(Z—7)OsP, +b2P,+b,P,)=0. 
En éliminant entre les (2) et (3) les rappo:ts y/x, 2/x, on obtient T6qua- 
tion de la surface e: 
(X— ot) {b,Pi(E,7,0) + bo Po(E,7,6) + dis P(58)} 
(4) +(Y—9){dyP (67,0) + bP. (5595) + Ds P.(£,7,€) i 
4+-(4—7) {On P(E, 7,5) + b,.P.(5,7, ) +03 (577; €) }=0, 
où pour abréger, nous avons posé: 
§ = A, (X—a)+.A,( アー カナ 4。( グ ーc) 
4= A),(X—a)+A,( Y—b)+ A;(Z—c) 
f= A,,(X —a)+ A,( Y—b) + Ay(Z—c), 
et A,, est le complément algébrique de gw, dans 
Gb a [te 
dai dada 


Az, Aso y 
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La o contient évidemment toutes les courbes I" relatives aux solutions du 
système (1), est algébrique d’ordre X +1, passe par A et B; et puisque 
le premier membre de (4) s'annule en &=0,7=0,{=0 avec les dérivées 
partielles d’ordre 1,2,....k—1 rapport à &,7,¢, la surface a en A un 
point k-ple. | 

2, À l'étoile S envisagee dans le §1 on peut faire correspondre 
projectivement une étoile 2, de plans de centre A, et à Tetoile Z une 
étoile des droites S, de centre B. En preeisant, si 


sont les équations de 7, soit 
(ea) +(y—b)w + (2—c)v’ =0 

l’equation du plan z’ correspondant en 2, où 4’, y', v’ sont lies à /, m, n 
par les équations : 

pà =anl+a,,m+a,gzn 

Pu =Ayl+A,M+ Asn 

pr! = 3,1 + G3 M + Ass. 
Et si 

hi + py +22=0 


est l’équation d’un plan 7 de 2) soient 


nn en, = ee __n — _ 
—- 


les équations de la droite 7’ correspondante en S,, ot 1’, m’,n’ sont liés 
à 2,4 par les équations : 

dl =Db A+ Di of1+-d 3) 

tm! 王 の 」4 十 by p+ Da) 

à = bah + Dante + ムツ . 
Entre les droites de S, et les plans de +, on peut établir la correspondance 
analogue à celle que nous avons fait intercéder entre 8’ et 3’ au para- 
graphe précédent. Appelons /\ la courbe lieu des intersections des 
couples des éléments correspondants dans S, et 2. 

Alors nous démontrons que: les courbes /7 relatives aux 00° solutions 
du système : 


(6) ae ay =) ee dy | 
Edel TE NOE ae 
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= dy dr 


aan), 
ou P,, P;, P; sont des polynömes homogènes de degré % en en | = 3 da 
t bax oi 


appartiennent à une surface algébrique d’ordre k+1, qui passe par A et 
B et qui a en B un point %-ple. 

En ayant regard aux (6), l’équation des plan z’ est: 

(7) (ペー a)(AyP, + Q2,P,+ Q,3P3) ct ( アー b)(a,P, + Cty, P, + の 5 ) 

に (グー cal, + 43 P,+ 03 P3)=0 
et les équations de la droites 7’ sont: 
X-a = Y— + Zr 
tere et + br bya! + bay! + bs i 


où nous avons posé, pour abréger : 








a= dx 3 pes UT u 
dt dt * di 


En éliminant les rapports y'/x', 2'/x’ entre les (7) et les (8) nous avons 
l’équation de la surface 7,: 
(X-a){anP. (5, 7,6) 4 0 P.(€7,€)+3P(6,7,5)} 
+(¥—b) {an (6 70) + @nP(§, 7, 6) + a P(5,70)} 
+ (Z—c){ as PE, UD C) + dg, P.(£,7, C) + G33P2(E, ” DI 
ou nous avons posé: 
= B,(X—a)+ B,(Y—f) + By(Z—7) 
n=B,(X-a)+Bx(Y--#)+Bx(Z-7) 
C= B,,(X—a) )+Bx(Y-B)+ Bs(Z-7) 
et B,; est le complément algébrique de b,, dans le déterminant 
br Dir dis 
の by ba 
Da D Das 
La 0, contient évidemment toutes les courbes /) relatives aux solutions 
du système (6); elle est algébrique d'ordre k+1, passe par les points A 
et Bet a en B un point k-ple. 
3. L'étoile 2 envisagée au §1 soit remplacée par l'étoile engendrée 
par les plans parallèles aux plans osculateurs à 7. Alors nous démontrons 


que: les courbes / relatives aux © solutions du systeme (1) appartiennent 
à une surface algébrique d’ordre 3% qui passe par les points A et B et 
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qui a en A un point (3%—1)-ple. 
D’après la formule (1) on obtient : 






































ar; er ile OP. QE の 
Rat Ve Ali gee es; Pa | 
d'y n | Ox の Cy i ai | ‘dx | Oy Oz 
da? | Ee | st, 
ch, ol Le Chi Or, OP, 
人 P, 
m PR Oy +P,S2|- PE y i | 


dx’ | tags? 
Alors des nombres proportionnels aux cosinus directeurs de la binormale 
aux courbes 7 solutions du système (1) sont: 












































[ip Os CP, OR CC OP, OP, 
=P. TA ae P, Mat 
E "de ~ Oy "os |- | dx ir OY ii Cz | 
H=P/P ‘OP, ‚OP, OP, p ary sl PP, OP; OPS | À PAT | 
Oy. Oz Ox “On Oz 
ee Pl P, OP, ‚OP: OP, :|- ip ア OP, _ OP, P, OP, | 
Ox “Oy Oz Ox “Oy Oz 


polynömes eh en の の る de degré 3k—1. 
L’equation de 2‘ devient 
(9) (X—a)}{b1H4bH;+bsH,} +(Y—P){b,H+b,:H,+0%H;} 
+(Z-7)\bs H+ bsoHt,+ byH3} =0 
En éliminant les Bu 2 2 z/~ entre les (2) et (9) nous avons l’équa- 
tion de la surface a, 
ton (OLDS, 9,5) + OLS, 9 5) + Os ELS 9) 
+ (¥—§) {bn AAS, 7,6) +026, 7, 0) + 63H5(S9,5)} 
+(Z—7) ul 9, £) + bs ELE, 95 5) + bsHs(& 9 6)} =0, 


ou 6,7,6 sont donnés par les (5). 
La surface 5, est algébrique d'ordre 3%, passe par les points A et 


4 


P, et a en A un point (8k—1)-ple; elle contient évidemment toutes les 
courbes /" qui sont relatives aux solutions du système (1). 


‘Uber die Mittelwerte analytischer Funktionen, 
von 


G. SzEcö in Berlin. 


In der vorliegenden Arbeit beweise ich das folgende Theorem : 


Es seien 
id Cais AOLO 
geschlossene, doppelpunktlose, stetige und rektifizierbare Kurven in der 
komplexen z-Ebene, deren jede in der nachfolgenden enthalten ist und die 
gleichmässig gegen den Einheitskreis |z|=1 konvergieren(* ). Die Länge 
von C, set l, und es sei 


ins 2m: 


k=% 


Es sei ferner 
SA)=M+az+ | 十 の 2 の 十 .... 
eine analytische Funktion, die im Innern und auf ©; (k=0,1,2,....) regulär 
ist und für welche 
| 1 
ん 





[v@ Le...) 


Cr 
gilt ; ds bezeichnet hierbei das Bogenelement von ©, und M eine von k unab- 


hängige Zahl. Dann ist 
2 i} " Are”) PddSM 
27 Jo 


Tür aller <1. 
Aus diesem Theorem ergibt sich fast unmittelbar die folgende 
Erweiterung eines Fatouschen Satzes(?): 
_ Es ser f(z) regulär-analytisch im Innern des Einheitskreises, 0Za < SS2a 
feste Zahlen. . Es sei ferner 


Il re‘) | ao 


beschränkt für r<1. Dann existiert 


(1) Vgl. £1. 
(2) Vgl.a. a. O. Man siehe Fussuote (1) in der Seite 91 dieses Heftes. 
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lim Are9)= Ae") 


für a =0=3 (mit eventueller Ausnahme einer Menge vom Lebesgue- 
schen Masse 0) und die Funktion |fe) |} ist im Lebesgueschen Sinne 
integrierbar für a =0= f. 

Für a=0, P=27 erhält man hieraus den Satz von Fatou. 

Das wesentliche Hilfsmittel zum Beweis dieser Theoreme bilden 
gewisse Polynome, welche einer beliebigen Kurve zugeordnet sind und 
welche ich in einer früheren Arbeit(* ) definiert und eingehend untersucht 
habe. Nachdem in $1 Hilfssitze über Kurvenfolgen vorausgeschickt 
werden, stelle ich in $2 diejenigen Eigenschaften dieser Polynome zu- 
sammen, die im folgenden benötigt werden. In $$3-5 folgen die Be- 
weise der oben formulierten Theoreme. 


$1. 
Über reguläre Kurvenfolgen. 


Unter einer regulären Kurvenfolge (C,) verstehe ich eine Folge von 

Kurven 
(is CRT DR 

mit folgenden Eigenschaften : 

a) Sie sind geschlossen, doppelpunktlos, stetig und rektifizierbar. 

b) Jede Kurve C, ist in der nachfolgenden C,,, (im Innern oder am 
Rande derselben) enthalten. 

c) Bezeichnet e eine beliebig kleine positive Zahl, dann ist für 
ん > K(e) jede Kurve C, im Kreisring 

l-es=|z[/31 

enthalten( * ). 

d) Für die Länge J, von (, gilt die Gleichung 


lim CO, = 27. 
k=% 


Ich beweise zunächst den 
Hilfssatz L—Es sei (C,) eine reguläre Kurvenfolge. Dann ist 


dz 


2 
1—— deli 
22 ds 


lim 
を = の Ck 











Das hier auftretende Integral ist als Grenzwert des Ausdruckes 


(1) A. a. O. Siehe Fussnote ( 1 ) in der Seite 91 dieses Heftes, 
(2) Für genügend grosse À enthält Cy sicherlich den Nullpunkt im Innnern. Wir 
wollen der Einfachheit halber annehmen, dass das von Anfang an der Fall ist. 
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1 sens 2m) | 


ise 





| an? — | 





definiert, wobei 25”, 2”, ...., 262, = irgend eine Einteilung von 
C。 (in der Reihenfolge des positiven Umlaufes), €! eine beliebige Stelle 
auf C, zwischen 29% und 2™ bezeichnet und 


lim Max 12 の 9ー 2” 
M=0 1=<y=m 


=) 








ist. 
Man hat nach einem geläufigen Satz 

9 f cos 0 ds 
T— = un, 


る 








wobei 9 den Winkel zwischen dem Radiusvektor und der äusseren Normale 
bezeichnet. Nun ist 
da Lio 





12d8 
dal 
Pe eo S08 Oe 
izds lel? | z | 
Daraus folgt, wenn J, die Länge von C, bezeichnet, 


[2 
f TR) の = | PRE 
Ck Ck 


ds | [2] 
woraus wegen c) und d) die Behauptung klar ist. 


dhe 














Hilfssatz I. Es se (C,) eine reguläre Kurvenfolge. Dann ist 
lim UD II Ap iti UME CA; 2.0), 
k=a Ck 


wober Enn=0 oder 1, je nachdem mZn oder m=n ist(!). 
Allgemeiner beweise ich die Gleichung 


2x 
lim f Ma) 2 ds— Il h(e®)e-"9 d0 , 
Cr 0 


ん た = の 
wobei x eine feste (nichtnegative) ganze Zahl, /(z) eine für | | 三 1 
regulare-analytische Funktion bezeichnet. Es sei | A(z)| < H fur |z|=1. 
Nach dem Cauchyschen Satz ist das Integral rechterhand gleich 
=| (る) = テニ f h(z) da(?). 
2) [21 る 4 オト Cr pm 


a 











(425) % bezeichnet die zu z konjugiert-komplexe Zahl. 
(2) Vgl. die Fussnote (1), Seite 91 dieses Heftes. 
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Es handelt sich also um den Beweis der Gleichung 


lim af. Ma)? e a = 0. 
iger 8 


Es sei ¢ eine eager kleine positive Zahl. Wegen c) gilt fiir 
k > K(e) | 





1 de 














[pal (デー =.) ds ae f | 2 | アー ds 
= ds (l—«)") & ia ds 
HE o FL Legs 
de N I eine 
È CES | ( ) pre oh iz ds 








Das erste Glied wird hier mit e beliebig: klein, für das zweite können 
wir die Schwarzsche Ungleichung anwenden. Es ist 


MM 1 ds ds) SI 1 «da | 
Gr Cr 


iz ds iz ds 
woraus wegen Hilfssatz I die Behauptung folgt. 


§ 2. 
Uber die orthogonalen Polynome, die zu einer gegebenen 
Kurve gehoren. 


1. Es sei C eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige und rekti- 
fizierbare Kurve mit der Länge 7. Man betrachte die Funktionen 


pia 1 ie 




















2 
L 6 Oh gas EE 
und orthogonalisiere dieselben nach dem üblichen Verfahren, unter Zu- 


grundelegung einer besonderen Integrationsvorschrift. Man bilde nament- 
lich Funktionen von der Form 


Pfa)= Coo» 
P.(2)=c0+01%; 


fur welche 





Pf) Pie) の = für MEN, 
0 L für m=s (m,n=0 122 7 


gilt. Die Polynome 
Fate) (Se ae AS le) ea 

bilden dann ein normiertes Orthogonalsystem, Setzt man noch 
(nee UL (ratio) 
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voraus, dann sind die durch C eindeutig bestimmt. Sie werden als die 
zu der Kurve C gehörigen orthogonalen Polynome bezeichnet( ' ). 

2. Nach den klassischen Sätzen über Orthogonalisierung lassen sich 
diese Polynome folgendermassen darstellen: Es sei 


Ima [ET ds ea Oa, 


und man bezeichne mit D, die Determinante 








Da=[9nlo EAN PIE 
Dann ist È her | 
Joo の jo ーー・ の 20 | 
it Jor Ju ea Jat 
ep (n=1,2,3,....)(*). 





Jo, n=1 di, nel ・ “Dn, n-1 
eke ARA 





3. Ich führe ferner die folgende Formel an, die in der Theorie der 
orthogonalen Funktionen oft als Parsevalsche Formel erwähnt wird: 
Es sei f(z) regulär-analytisch im Innern und auf C und sei 


テリ Dre mal...) 
AO ALE. 

Dann ist | | 
le P+la Pee lat. [NOT as"). 


4. Ich schliesse diesen S-en mit 
Hilfssatz III. Es sei (O,) eine reguläre Kurvenfolge und P#(:) 


(n=0, 1, 2,....) seien die zur Kurve ©, gehörigen orthogonalen Polynome 
(k=0, 1, 2,....). Es ist bei festem. n 

lm PS (2)—2° Peake HERRN). 

K=O 


Wir setzen 


(== | rd, DEIR 
ん の 
(1) Vgl. meine Arbeit: Über orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve 
der komplexen Ebene gehören [Mathematische Zeitschrift Bd. 9 (1921), 8. 218-270]. 
(2) Sämtliche D, sind positiv. | 
(?) Sämtliche Quadratwurzeln sind positiv zu nehmen.—Vgl. a. a. O. S. 227-228. 
(4) Vgl a. a. O. S. 232-233. Man siehe Fussnote (1) oben. 
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Dann ist nach Hiltssatz IT 


. K oe 
lim Oe = Cpq 3 
k= an 


d.h. 
lim DO = [et =1 
k=n 
und 
fk k n 
eg, I 1 DR 0 
た : k 
I Ar ーー DAL ea td lot, 
im . ーー — x” 
Soo A Re 人 @ 6. 6 ます ある 中 ) i é BELA. Oe TB に ale e 
VOIR; Oi 2: Og er SD 
Lis RER Li T AMA OES APS Ie: 


Daraus folgt die Behauptung. 


§ 3. 


Ein Satz über die Mittelwerte analytischer Funktionen, 
Es sei (C,) eine reguläre Kurvenfolge und a 
Fe) sy Het... +9" +... 


eine analytische Funktion, die im Innern und auf den Kurven Ci, regulär ist(* ). 
Es sei ‚ferner 


~{ |Aa)ds< M (k=0,1,2,....), 
x Jk 


wobei l, die Länge von C, bezeichnet. Dann ist | 
=]. Are )Pd6EM  (r<1). | 
2 アリ 

Vorbemerkung. Es ist 

2% 

| Are) d6= | a)? +lafPre+....tla,Pr"+...., 

2x Jo 

so dass die letzte Ungleichung mit der Konvergenz der Reihe 
a=|a[?+la:P+....+]aP?+.-.. 

(bzw. mit der Ungleichung a = M) gleichbedeutend ist. 

Beweis. Wir bezeichnen—wie in $2—mit P$°(2) die zu C, gehöri- 
gen orthogonalen Polynome. Wir setzen ferner 


= (PPT) de: (n 20/1 Os), 20,1; 9 Bi 
kJ Ck 


(1) Vgl. die Bemerkung in Fussnote (2) der vorigen Seite. 
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Dann ist 
Hr... oP P+... =f Md. 
k K 


Man hat somit bei festem m 
HP P+... + |a P< UL 
Ich behaupte nun, dass bei festem n die Gleichung 
(1) DD ay = Cs, 


k=% 
eilt. Wird dies gezeigt, so folgt aus der letzten Ungleichung 
lm PtlaPr....tl@nP=m 
fur jedes m und hieraus die Behauptung. 
Alles geht somit darauf hinaus, (1) zu beweisen. Es ist nach dem 
Satz von Cauchy (fur TER grosse ん ) 


re 





n+1 


d.h. 
aa = [fl E PI ) de 
l Cr 


Pr Orin’? ds 


Hieraus folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 


| an — STEE hs Az) ds. = I PO) 
k 


Qt ds 
<u,L Î 
ん 
Cr; 


Mit Rücksicht auf die Hilfssätze I und III ergibt sich hieraus (1). 


Damit ist der eingangs formulierte Satz bewiesen. 


§ 4, 
Uber eine Verallgemeinerung des Fatouschen Satzes. 


Erster Teil des Beweises. 
Herr Fatou hat im Jahre 1906 den folgenden wichtigen Satz 
bewiesen : 


ds 








Ck 
dz 


ん 
dar! ds 


— Pa) | 











Es sei 
fS@)=M+a%+ ++... 


eine Potenzreihe, für welche 


la PtlaPt....+]a,P+.... 
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konvergiert, die also für |2|<1 eine reguläre analytische Funktion darstellt. 
Dann existiert mit eventueller demain einer Menge vom Lebesqueschen 
Masse 0 der Grenzwert 


lim tre”) = fie") 
und die Funktion | (e?) È ist im Lebesgueschen Sinne integrabel für 
に ルー ニル ルス 
Ich will nun auf Grund des in S3 bewiesenen Satzes das folgende 
Thesrem herleiten : 
Es sei f(z) eine im Innern des Einheitskreises reguläre analytische 


Funktion und 0Za <P=Z2r feste Zahlen. Es sei ferner für alle r< 1 
B ‘ 
| Are) do < M. 


Dann existiert 
(2) lim fire’) =e’) 
r=1 


für aZS0=.R, mit eventueller Ausnahme einer Menge vom Lebesgueschen 
Masse 0. Die Funktion |fie*)|? ist im Lebesgueschen Sinne integrierbar 
aT SOs be 8 

1. Es genügt offenbar die Gleichung (2) für das Intervall 
e 十 e 三 の 三 』 一 s zu beweisen(?), wobei e eine beliebig kleine, aber feste 


positive Zahl bezeichnet (< Fan ns: 





) . Ich behaupte zunächst die Existenz 
von zwei Zahlen 0,0, die = die Ungleichungen 
ad Sa+s; B-s=0,=f 


erfüllen, für die ferner die Integrale 
Ts Ta 
| (ives ar, | | Cre’) P dr 
0 | 0 


bei beliebigen 7, << 1 baw. 7,< 1 unterhalb einer von 7, und 7 unab- 
hängigen oberen Schranke M’ liegen. Sowohl M' wie auch 9, und 6, 
hängen hierbei von ¢ ab. 


Hs Barmen len es DEEE 
R 
Ko, の =| je の Ii の 
gesetzt, dann ist laut Voraussetzung 


(1) Séries trigonométriques et séries de Taylor [Acta Mathematica, Bd. 30 (1996) 
S. 335-400], S. 377-379. 


(2) Natürlich wiederum unter der Zulassung einer Ausnahmemenge vom Masse 0. 
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ate B 
if NO, Ry dos | 9 RdOSRM<M. 


Es gehört also zu jedem が ご 1 mindestens eine Stelle 6,( 2) (a9 (R)Z« ++), 
für die 
M 


いつ 


a; 
J(8 (R), R)= | | Are.) |? dr a 
0 
Wir wählen eine monotone Folge R, von R-Werten, für die 
lim de 1 
ist und 
lim FAGLIA 


existiert (a =0, a+). Dann ist bei festem 0=R < 1 
R 
上 Are) ? drs lim | | fre" a) |? dr 
0 v=0 f 0 


und da für genügend grosse v stets E, > R ist, so ist 
R 2 Ry 

fe 
0 0 


= Mi 


fre?) AM 3 


VE) 





tiro で 











d. h. 


2 dr: 





/ R < 
/(re® 


Ahnlich zeigt man die Existenz von #,. Wir können also M Pasti setzen: 


w 


2. Wir bilden mit Hilfe der Funktion 


(3) “=p (6) 
den Kreissektors S$’ 
RAT AE SRarow5 う の の 
konform und schlicht auf das Innere des Einheitskreises der £-Ebene ab 


i 2t+B 


derart, dass etwa der Punkt Sa ©? in €=0 übergehe und dass p'(0)=1 


sei. Es bezeichne G den Kreisbogen z=e® (6, 56=6,) und J’ das Bild 
て 王 @?( 三 e 三 ge) von G. Die Funktion (3) ist dann noch analytisch 
und schlicht auf /' (mit Ausschluss der Endpunkte), ee auch in einem 
genügend kleinen Bereiche, der den Bogen 9,+7=¢9=¢%.—7 ganz im 
Innern enthält, wobei 7 eine beliebig kleine positive Zahl bezeichnet. 


Es sei Z, die Kurve, die aus den beiden Strecken 
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Dear, arc 2=6, bzw. 6, 
und aus dem Kreisbogen 
lern 9=ar:S6, 


besteht und A, ihr Bild in der €-Ebene. Man sieht unmittelbar ein, 
dass wenn 7, (k=0,1,2,....) irgend eine monoton gegen 1 zunehmende 
Folge ist, die Kurven Ax(k=0,1,2,....)im Sinne von §1 eine reguläre 
Kurvenfolge bilden. i 

3. , Die Funktion 


RS) PE) 
ist regulär-analytisch für | 6 |< 1, sogar auch für |¢|=1, mit Ausnahme 
der drei Punkte, die z=0, 2=e', z=e' entsprechen. (Hierbei ist unter 
V p (£) derjenige Zweig zu verstehen, der für £=0 gleich 1 ist; wegen 
der Schlichtheit ist überall p'(f)+0.) Insbesondere ist sie regulär auf 
Ar für jedes + <1. Man hat ferner 


| 7 の OFGz= Il Ye) ds < ar +u-2 
Ar Ly 


€ 


+M=M", 





wobei ds das Bogenelement von L,, de= |p'(£)|"" ds das von Ar bezeich- 
net. Man schliesst hieraus wegen $3 für p < 1 


[Rena 
pr ded 8 “ 


woraus nach Fatou (mit Ausnahme einer 0-Menge von e-Werten) die 
Existenz des Grenzwertes 


lim Zloe'?)= Fe”) 
p=1 





fur gi =9 =¢, folgt. Da auf ア (mit Ausschluss der Endpunkte) +/Z'(?) 
regulär und von 0 verschieden ist, folgt hieraus 


(4) lim /Lp(peI=/Tple he”) - 


§ 5. 
Uber eine Verallgemeinerung des Fatouschen Satzes. 
Zweiter Teil (Schluss) des Beweises. 


Auf (4) folgt noch nicht unmittelbar (2), da bei der Abbildung (3) 
die Radien re’? nicht den Radien pe, sondern gewissen Kurven P(¢), 
die durch den Punkt e'? hindurchgehen und auf J’ orthogonal sind, ents- 
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prechen. Um also (2) zu erhalten, müssen wir zeigen, dass (bei festem 
gy) die Gleichung 

(4) lim A&)=Me”) 
folgt, wobei die Annäherung an der Kurve P(g) gemeint ist. 

Wir bezeichnen mit {,=$1(p), $2={,/p) den Schnittpunkt des Kreises 
|¢|=p mit dem Radius Oe’? bzw. mit der Kurve P(yv). Für genügend 
kleine Werte von 1— sind diese Punkte gewiss eindeutig bestimmt. 
Die Gleichung (4) erhält alsdann die Form 


lim Ff&(p)]=Ae”) 
p=1 
und die zu beweisende Gleichung (4) die Form 
lim FI&(p)]= Mer). 
pal 
Es genügt ferner zu zeigen, dass der Ausdruck 


FC] — ETC: (0)] 
für lim p=1 gegen 0 strebt. 
Da die analytische Kurve P(g) von dem Radius Oc’? im Punkte 
e'? berührt wird, so ist ersichtlich 


|G( の 一 6( の 1 < e(1—p)’, 


wobei c von / unabhängig ist. Es sei 


RO=>) 4,0", 


n=0 
dann ist nach den Vorhergehenden 
人 


ferner 


IFG) AC) | S| の [ARTO AEG a+ + 62/979) 


= (1-0) Sn] A, pr. 
n=1 
Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung schliesst man hieraus 


|P) KE) | Sip VU" È n pr 


ni 
_ nm (1-0) (1+ 0°)? 
werner 
(この) 
d.h. 


98 G. SZEGÖ: ÜBER DIE MITTELWERTE ANALYTISCHER FUNKTIONEN. 


| FC, — Fé.) 2/1 c'(1— 0)? i 


wobei c’ von / unabhängig ist. Daraus folgt die Behauptung. 

Bei der Abbildung (3) geht ein Intervall von g-Werten von der 
Länge 6 das im Intervalle 9,+7=¢=¢.—7 liegt (7 ist positiv), in ein 
solches von 6-Werten über dessen Länge höchstens MN ist, wobei N eine 
feste (nur von 7 abhängende) Zahl ist. Daraus folgt, dass eine 0-Menge 
von e-Werten in eine eben solche Menge von @-Werten übergeführt ist, 
d.h. (2) gilt auch höchstens mit Ausnahme einer 0-Menge. 

Die Integrierbarkeit von | /(e'’)? fur e=6= 8 folgt unmittelbar aus 
einem Lemma von Fatou(' ). 

Berlin, Januar 1921. 


(1) A.a.0. S. 375, Man siehe Fussnote in der Seite 94. 
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Introduction. 


Historically, the conception of number was gradually enlarged from 
that of natural number to those of fractional, real, negative and complex 
numbers; and during the time in which this enlargement was going on, 
very many different methods of introducing these numbers were proposed 
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by many mathematicians. Some of them are axiomatic, and some of them 
are synthetic while the others are analytic. Some are scientific while the 
others are popular. Therefore it is most natural that, when these methods 
are used to extend the conception of number, step by step, they lack 
unification. Among them, there are two analytic methods commonly used 
in a scientific treatment of this kind. The first is rather older than the 
second and is called the algebraic method by L. Couturat. It introduces 
a new number on the principle that the mathematical operations must 
be performed without any restriction. For example, a negative number 
is introduced in order to perform subtraction without any restriction, and 
a fraction to perform division in a similar manner. But it was pointed 
out by some mathematicians that this method contains a logical error in 
itself, strictly speaking. The second is that which is called the arith- 
metical method by the above mathematician, and that which introduces a 
new number by using a pair of numbers already known. This method 
was invented by W. R. Hamilton to introduce the ordinary complex 
number; and then it was used by ©. Weierstrass to introduce the re- 
lative number from the absolute number, and lastly by J. Tannery to 
introduce the absolute rational number from the natural number. But 
this method was tried to introduce the above three numbers only, as far 
as I know. 

Here, by the last method, I shall try to form the systematic develo- 
pement of whole number-system, such that the whole structure of number- 
system has unification and rigorousness as much as possible. Namely, 
from only one thing and two fundamental operations, I introduce two 
Fundamental numbers by most natural consideration ; and starting with 
these two fundamental numbers, I introduce all natural numbers by pair of 
numbers already defined. Next I introduce whole integers (positive and 
negative natural numbers and zero) by pairs of natural numbers already 
defined ; and similarly I introduce whole rational numbers by pairs of in- 
tegers already defined ; and whole real numbers by pairs of derived rational 
numbers (which are derived at once from rational numbers already defined. 
Further, I introduce whole complex numbers by pairs of real numbers alrea- 
dy defined ; and lastly I introduce whole quaternions by pairs of complex 
numbers already defined. Thus whole number-system commencing from 
natural numbers and ending with quaternions is formed, step by step, by quite | 
the same method and in a very rigorous manner. The caution has also 
been taken to give a similar form to the postulates and definitions when 
every new number is introduced, so that the whole system may have 














AXIOMATIC INVESTIGATION ON NUMBER-SYSTEMS, I. 101 


unification as much as possible. All these are discussed in Chapter I. 

Next to introduce the number-system by the axiomatic method, E. V. 
Huntington used ten fundamental laws of algebra as a set of postulates, 
taking two operations (addition and multiplication) as undefined terms. 
To this set of postulates, he added certain postulates of existence, and 
thus he obtained several different number-systems according as different 
postulates of existence are added. This method is very interesting. But, 
reading his paper, I was led to consider deeply the definition of equality 
he then used, which runs as follows: 


two elements are said to be equal when either can replace the other 

in every proposition in which it occurs. 

Though this definition seems very clear at one glance, yet it seems to me 
that it is not so on profound consideration. We shall try to explain this 
point in this paper. Moreover, in proving the theorems from his ten 
postulates, he used the propositions “if A=B and B=C, then A=B” 
(1), “if イー ニア and C=D, then A+C0=B+D” (2), and others, without 
giving any mention of them, perhaps as natural results arising from the 
above definition of equality. But this is highly questionable; on the 
contrary, we may give a class of things satisfying the above ten postulates 
and his definition of equality, but not satisfying the above propositions 
(1), (2) and ete. (see Chapter III). For this and other reasons, I think 
it will be better to form a set of fundamental postulates which contains 
not only “addition and multiplication ” as undefined operations, but also 
‘equality ” as an undefined relation, for a basis of constructing new 
systems of numbers by axiomatic method. I tried to do this and obtained 
a fundamental set of postulates containing the above three undefined terms 
and having the three fundamental properties required in a set of postulates, 
namely independence, consistency, and sufficiency of postulates. These are 
discussed in Chapter II. 

In “The Fundamental Laws of Addition and Multiplication in Ele- 
irentary Algebra,” after giving the ten postulates concerning operations 
(41, 42, 43, A4, 45; M1, M2, M3, MA, M5). and the six 
postulates concerning existence (E 1, E 2, E3, H4, E5, E6), Huntington 
remarks that the following postulate holds in all the types of algebra 
which he considered in his paper: 


Postulate E7. If z=#y, then there is either an element v, such 
that c=y+v, or an element w such that y=x+%w; 


and also ke remarks that, if this postulate be added to the list of the 
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above ten postulates, then 44 and M3 may be replaced by the following 
simpler postulates 4 4’ and 73’: 

Postulate 44’. If a+0, then zo 手 0, where va is any multiple 
of a. 

Postulate 173’. If a+0, and 0-0, then ab+0. (x=0 is an 
element satisfying the relation e-+2=2). 

After giving these remarks, he studied the relation of Postulates 173 
and J 3’, and constructed a system of numbers which satisfies Postulates 
A1, A2, 43, A4, 45, and M1, M2, M3', M4, M5, but not M3; 
and thus he showed that the above set of postulates is “ weakened ” when 
M3 is replaced by M3’, since M3 cannot be deduced from M3’ and 
the other nine postulates without the aid of an additional postulate, like 
ET. As to the relation of the other postulates 44 and 44’, he made 
the following remark : 

“an example of a system satisfying Al, 42, A3, A4, 45, 
and J71, M2, M3, M4, M5, but not 44, would also be interest- 
ing. I have not, however, been able to find an example of this 
lind. It therefore remains an open question whether the above set 


1.037 


of postulates is really weakened when .A4 is replaced by 44. 

Now it seems to me that we can give such examples of the systems 
of things as Huntington wished to find. These will be discussed in 
Chapter ITI. 

In Chapter IV, we shall give some singular systems of numbers, and 
also some properties cf distributive law, considered from the axiomatic 


point of view. 
CHAPTER I. 


Systematic Developement of Number-Systems. 


(A). Natural Numbers. 


Introduction of Two Fundamental Numbers. 

We start from the existence of one fundamental thing and two fundam- 
ental operations combining this fundamental thing to itself; and denote this 
hing by A and the two operations by の and & (which may be called 
addition and multiplication). The simplest result arising from the com- 

ination of A to A by one of the two operations @ and & (say ®) is 
that it is identical with the original thing itself; we denote this fact by 
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the symbol “(4 @ A)=A.” Then it is most natural to think that the 
other result arising from the other operation & is different from the 
original thing itself, since the operation & is different from the operation 
®; we denote this fact by the symbol “(AG 4)£ 4,” and the result 
A®A by B. Thus we are led to set up the following two postulates 
connecting one undefined thing A and two undefined operations @ and ®. 


(I) (AQA)=A. 


n (40444 
The thing A or AQA is called the first number and is denoted by A 
or A,; and the thing AG A is called the second number and is denoted 
by B or 4. These two different numbers are fundamental ones in our 
theory ; all other new numbers are constructed from these two numbers in 
the following manner. 


Construction of a Number-System. 


First take a pair of numbers A, B, obtained above, and with this, 
construct the third new thing (A, B), which may be denoted by C; neat 
take a pair of A, C and construct the fourth new thing (A, C), which may 
be denoted by D ; and so on. The aggregate of all these things (A, B), . 
(A, C),... , together with two fundamental numbers 4 4, ABA, 
forms a class of things called natural numbers. 

For the sake of unification of the form, we denote the two funda- 
mental numbers AQ A and ABA by the symbols (4-4) and (4,4) 
respectively. But, as to the other new things (4, B), (A, CO), .., no 
property of them is known untill we shall set up the postulates and de- 
finitions to treat them as numbers. 

The fundamental conditions that a class of things may be treated as 
a class of numbers are that (i) they may be compared with each other, 
and that (ii) they may be combined by fundamental operations. For 
these purposes, we lay down the following postulates and definitions as 
to the operations of our numbers and the comparison of them. 

First, for the three relations ‘equality,’ “greater than,” and “less 
than,” we give the following definitions. _ 

Definition (A). Two numbers (A, M) and (A, N) are said to be 
equal with each other, when and only when M is identical with N. The 
symbol of equality is denoted by “ =” as usual. 

Definition (B). A number (A, M) is said to be less than a number 
(A, N), and conversely the number (A, N) is said to be greater than the 
number (A, M), when and only when (A, M) is formed before the number 
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(A, N) is formed, in the process of construction ‘of our number-system. 


‘The symbols of “greater than” and “less than” are denoted dh LES 


and “ < ” respectively as usual. 

Secondly, for the operation @ of the first number and any の 
number, we give the following postulate. 

Postulate (I,). (A.A) の (A, M) denotes the number (A, A @ M), or 
in symbol, (A. A) @ (4, M)=(4, AGE M)(°). 

From this postulate, we may prove that any number (A, M) may be 
denoted in the form (A@(A@(4A@....GA))) (Theorem 1). For the 
operation € of these numbers, we give the following postulate. 

Postulate (I), (ABAG... BAABABABAL....BA) deno- 
tes the number (ABAB.... BABABABAB....&A), or in symbol, 
(ABAB....BAABABADBALB....BA) E(ABAPB....BABA 
BADBAB:... BA); in other words, bracket may be omitted in this operation. 

From chee postulates (/,), (I,), we may ae the He law of 
addition (Theorem 6). 

(A, M)@(A,N)=(4, APUG N), 
or (4, M)8 (4, N)=(ARAMOBN). 

Thirdly, for the operation @ of our numbers, we give the following 
postulates. 

Postulate (IL): (A. A)@ (A, M)=(A, M)=(4, M) & (A. À). 

Postulate (IL). (4, M)@ (4, N)={A, (ME N)G(MOQN)}. 

Fundamental Properties of Our Number-System. 

From the above postulates and definitions, we may deduce all the 
propositions concerning natural numbers. | CL 

Theorem 1. (A, B)j= AGB, (4, 0) ミイ の お の …( る 3 M)=4@6M,.... 

Proof. Put A for M in Postulate (I,), then we have 

(1) (A. 4)@ (4, A)= (A, AG À). 
But, by our convention, we have 
(A. A)=4, (4, A)=A4@ イミ B. 
Therefore, from (1), it follows that 
(2) AG B=(A, B). 
Next put B for M in Postulate (Z,), then we have 
(4. A)D(A4, B)=(A, ABB), 
whence we have at once 


(3) AQ C=(A, Oh. 


(1) This postulate may be replaced by (4. A) © (A, Mj=(A, (A, M)). 





ns es: 
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using the relation (2) and the convention (4, B)=C. 
Proceeding in this way, we have generally 
| (4, M)=AG 1. 
Theorem 2. (A,M)=(ABAB.... BA). 
Proof. From Theorem 1 and Postulate (/,), we have the relations 
(4, B)=(A@B)=}AG(AGBA} =(APAG 4)= 0; 
(4, C)=(AGC)={ADHG(ADGAGA};=(AGAGAGA)\=D; 
(4,D)=(ABD)=S}AB(ABABARBA)N=(ABANADBALBA) 
| =f; 
and so on. 
For the sake of convenience, we make the following conventions. 
The number A is denoted by A,; and the number ABA by A; 
and the number AG AG À by A,; and so on; in general, A, BA is 
denoted by A,,,,. Here no knowledge of these arabic numerals 1, 2, 3,.. 
..is presupposed beyond the rule by which, when any one of them is 
given, the next following one can be written down, the rule being of 
such a nature that each new symbol is different from all that have gone 
before it. If » be any numeral mentioned above, the numeral next fol- 
lowing p is called the successor of p and is denoted by p+1; the suc- 
cessor of p+1 is denoted by p+2; the successor of p +2 is denoted by 
p+3; and so on; in general, the successor of の 十 9 is denoted by p+g+1. 
Similarly, the numeral immediately before p is called the predecessor of p 
and is denoted by p—1; the predecessor of p—1 is denoted by p—2; and 
soon. When two arabic numerals m and n are identical with each other, 
they are said to be “equal” to each other and is denoted by “m=n.” 
When arabic numerals are arranged in an order, if m is before n, then m is 
said も ) be “ less than n” and is denoted by the symbol “m<n;” if m is 
after n, m is said to be “greater than n” and is denoted by the symbol “mn >n.” 
From the above convention, it follows that 


CON AE A GAIA A osi : 
(2) (AM =(ABADBAB.... BA) = A» 
Theorem 3. A,BA = Aro 
Proof. AP4=48ABAD....BA) (by convention), 


=A,BABAB.... 8A (by Postulats( ん )), 
= A4A,949....GA4 (by convention’, 
= A DBA... DA (by convention), 


= À 4,918 À (by convention), 
= FS BI (by convention), 
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Theorem 4. The associative law concerning the operation & holds 
good in our system. 


いる L)@(A, )} (4, が ミミ (る DO {(4, M)G (4, N)}, 
C7 (4,6 À) 6 4,= 4,9 (49 4,). 
Proof. (4,8 4)94,z= KABABADAB....BAB(ABAS.... 
BA} B(AD....®A) (by convention), 
=(AG4DADAD.... HAB 489498....@ 
A) @®(AD....QGA) (by Postulate (7,)), 
(a) =(A4904G9049640....9PAGAGAG....A 
A4DA49D....DA) (by Postulate (7,)), 
4,©(484)=(ABABABAB....94)® (APA... 
DAD(A9....84)} (by convention), 
=(4ABABABAB....BAAB(ABAB ... 
DADAD....DA) (by Postulate (7,)), 
(の =(ABABHAHAB.... HAB 4848 ....A 
DAD....DAD....DA) (by Postulate (Z,)). 
Now, that (a) and (b) are identical with each other is seen at once 
by making the first A of (a) correspond to the first A of (6) and the 
second A of (a) to the second A of (b) and so on('). Therefore we have 
(4,84)984,=24,9(4,9 4). 
Cor. (ptg)+tr=p+(g+r). 
Proof. By Theorem 3, we have 
CA a) Cie AS Ar Ar 
ih D (A. の A,) = A, の AE A 
and by Theorem 4, we have 
(4,84)94,=24,9(4,9 4,). 
Therefore, it follows that 
or = Ages 
whence again it follows that | 
(p+g)+r=p+t (qtr). 
(1) For example, if we put A4,=4/@4/, AZ=A” BA’ DAT, A,=4///@4/"@ 
A @ A’! for the sake of distinction, then (4) and (b) become 


(t)=(A/ @ 4’ @ AV DADA! OBA" OBA BAN D AM), 
(@)=(4/ 4 BAY GBA” PBA" OAM OAM OAM D A”), 


from which it may be seen at once that they are identical with each other. 
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Thus we have proved that both our number-system and the arabic 
nu:cerals obey the associative law at the same time. 

Theorem 5. The commutative law concerning the operation © holds 
good in our system. 


(A, M)®(4, N)=(4, N)D(A, M), 


or An の イミ イ D An: 
Proof. In the first place, we prove the following proposition 
(1) AD4,= À, À 


as a special case of our law. 
Suppose that the proposition is true for n=k, and let us prove that 
the proposition is also true for n=k+1. 


ABA, 2494.84) (by convention), 
=(46 4,) 6A (by Theorem 4), 
=(4 DADA (by hypothesis), 
An DA (by Theorem 3). 


AB Api = Agi DA. 
Now, for n=1, the above proposition is obviously true; therefore by 
mathematical induction, the proposition is generally true. 
Using the above proposition a3 lemma, we shall prove the general 
case of this law. 


(2) ZA の An => A, An 
Suppose that the proposition is true for m=m’, and let us prove 
that the proposition is also true for m=m'+1. 


Aran to 4a=(4w DADA, (by convention), 
= Ay 8(A9 A) (by Theorem 4), 
= An 6(4,06 À) (by lemma), 
=(4, DA)DA (by Theorem 4), 
= (4,9 Aw) DA (by hypothesis), 
ョ ミイ の (3/ の の (by Theorem 4), 
= A,B An 41 (by Theorem 3) ; 

Ari & iù = A, の Asi 


But, by (1), for m=1, the proposition is true; therefore, by mathematic- 
al induction, it is generally true. 

By the remark of Theorem 2, since (4, M) and (4,N) may b» 
denoted by A, and A, respectively, we have the relation 


(A, M) (A, Nee, パ ) の (る M). 
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Cor. mtin=ntm. 
Proof. Ayn D An = Anim (by Theorem 3), 
AnDA,=Amnsn (by Theorem 3). 
But A,DA,=AnDA, (by Theorem 5). 
Therefore haptic es ARDA | 


accordingly we have the equality n+m=m+n. 
Thus we see that both our number-system and arabic numerals obey 
the commutative law. 


Cor. 2. I, in the number (4, M), M denotes A, (theorem 2), then 
(A, M)= (A, An)= AD An= An D AE Ans 
Theorem 6. General law of addition may be written as follows. 
(4, M)Q(4, N)=(4, A@UON)=(40 4 MEN), 
or (A, An) 8 (A, A, )=(A, AD An 8 A,) =(ADA, An B Ah). 
Proof. (4, 4,)B(4, 4,)=(494,) (48 4,) (by Theorem 1), 


=A4AGA,BGADA, (by Theorem 4), 

=AG(4,8 4)9 4, (by Theorem 4), 

(a) =AO(A494,) À, (by Theorem 5), 
=AD{(ADA,)PA,} (by Theorem 4), 

=(4, ADA,® Anz) : (by Theorem 1). 

Moreover, we have 
(A, A,) 2 (4 4)=AD(481,)D 4, (by (a)), 

=4DADA, CA, (by Theorem 4), 

=(404)0(4,64,) (by Theorem 4), 

三 ( イ ウイ AnDA,) (by Theorem 1). 


Theorem 7. If (A, M) and (A, N) are any two elements of our 
system, then {(A, M) D(A, N)} is also an element of our system. 
Proof. Put (4, M)=(4, An) and (A, N)=(A, A,) (Theorem 2), then 
by Theorems 3 and 6, we have 
(4 の お (4. の =(4 A) BA A) 
a ADAnDA,) (by Theorem 6) 
=(A, Ainsi) (by Theorem 3). 
But A,,»:, is an element of our system (Theorem 2); if we denote it by 
L, then (A, A,,m+„) is denoted by (A, L), and so it is an element of our 
System; therefore }(4, MH) D(A,N); is also an element of our system. 
From the above established theorems of our number-system and 
arabic numerals, we may prove the following two fundamental theorems 
concerning the operation ©. 
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Theorem 8. If (A, An) B(A, Ay) = (4, An) (A, A,), then (4, 4,)= 
(4, A) 

Proof. To prove this theorem, it is sufficient to prove that {(4, 4,) 
(4, A,)} is greater than or less than {(4, 4,) (A, 4,)} according as 
(A, A,) is greater than or less than (A, 4,); for, when the above assertion 
is true, if (4, 4,) would not be identical with (4, 4,), then A, would 
not te identical with A, and so (4, À,) would be greater than or less 
than (A, 4,) by the definitions of equality and inequality, and accordingly 
(A, An) D(A, 4,)} would be greater than or less than {(A, An) P(4, À,)}, 
contrary to the hypothesis. Now, that the above assertion is true may be 
proved by mathematical induction as follows. 

Suppose that the above assertion is true for a certain value m’ of m, 
namely suppose that {(A, 4,,) D(A, 4,)} is greater than (or less than) 
(A, Aw) (A, A,)} according as (A, A,) is greater than (or less than) 
(A, A,), then we may prove that the same assertion is also true for the 
value of m=m’+1. For, by Theorem 5, we have 


(A, Am) (4, A,) = (A, A,) D (A, a 

(A, Aw) D(A, 4)=(4, A) D(A, Am). 
Therefore, from the hypothesis, it follows that {(4, 4,) D(A4, Aw)} is 
formed after (or before) {(4, 4,) ®(4A, 4m)} is formed; and so {(4, 4,) 
(4A, Aw) DA} must also be formed after (or before) {(4, 4,) (A, Aw) 
D A} is formed. But we have 


(4, 4A) D(A, Aw) 6 A=(A, À,) BA, Aw) PA} (by Theorem 4), 
=(4, 4,)9{(40 A») DA} (by Theorem 1), 
=(4,4,)8}A9(Au®4A)} (by Theorem 4), 
= (A, A,) DADA wa) (by Theorem 3), 
= (A, À,) (4, Ams) (by Theorem 1), 
= (4, Ana) D(A, Ay) (by Theorem 5). 

Similarly we have 

(A, 4,)®(4, Aw) PAZ (A, Ans) B(A, A.) 
Therefore, by the definition of inequality, {(4, Ayw:1) D(4, A,)} is ont 
than (or less than) {(4, A1) の (る 4,)}. Thus the above assertion is 
true for m=m'+1, when it holds good for m=m’. 

Now the above assertion is obviously true for m=1, therefore, by 
mathematical induction, it is generally true. Accordingly, Theorem 8 
must also be true. 

Cor. The same theorem is true for arabic numerals, namely if k+r 
res, then r=s. 
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By Theorem 2, (A, An), (4, A,), (A, 4,) may be denoted by 4;, 4,, 
A, respectively ; therefore Theorem 8 may be written in the form: “if A, 
D4,= 4,84, then 4,= 4,” Again, by Theorem 3, it may be denoted 
in the form: “if A,,,=4,,, then A,= 4,” ; whence follows at once the 
validity of our corollary. 

Theorem 9. If m(A, A,)=m(A, 4,), then (4, A,)= (A, 4,). 
(Here m(A, A,) denotes the number (4, 4,) D(A, 4,)®.... P(A, Ay) re- 
peated m times). 

Proof. As in the proof of the above theorem, to prove this theorem, 
it is sufficient to prove that m(A, A,) is greater than (or less than) 
m(A, A,) according as (A, A,) is greater than (or less than) (4, 4,). This 
assertion may be proved by mathematical induction as follows. 

Suppose that (m—1)(4, A,) is greater than (or less than) (m—1) 
(A, 4,) when (4, A,) is greater than (or less than) (4, 4,), then by the 
definition of inequality, (m—1) (A, A,)OA,,, must be formed after (or 
before) (m—1) (A, A,) +A = (m—1) (A, A,) の (る 4,)=m(4, A,) is form- 
ed. Moreover, since (A, A,)=A,.ı is greater than (4, 4,)=A,.1, by 
supposition, (m—1) (A, A,) の イミ 7( A,) must be formed after (or 
before) (m—1) (A, A,) 9 A,.ı is formed. Therefore, m(A, A,) must be formed 
after (or before) m(A, A,) is formed, so that, by the definition of inequality, 
m(A, A,) is greater than (or less than) m{4, À,). 

Thus when our assertion is true for certain value of m, it is also 
true for the next following value of m. But our assertion is obviously 
true for m=1; therefore, by mathematical induction, it is generally true. 
Accordingly, Theorem 9 must also be true. 

Cor. The same theorem is true for arabic numerals. 

Thus far, we haye proved the essential properties of our number- 
system and all fundamental theorems concerning the operation ©. Now 
we proceed to prove the fundamental theorems concerning another 
operation &. 

Theorem 10. が (A, M) and (A, N) are any two elements of our num- 
ber-system, then (A, M)QD(A, N) is also an element of our system. 

Proof. Denote M and N by A, and A, respectively, and let us see 
whether (4, A,,)® (A, 4,) may be expressed in the form (4, A,) or not. 

In the first place, we have 

(a) (A. A)@ (A, 4,)=(4, Ay) 
by Postulate (Z7,). This relation may be written in the form 
(A. A)@ (A, A,)= Anas 
by the law of addition. | 
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Secondly, putting A for M and A, for N in Postulate (/7,), we have 
(A, 4) @ (A, An) = {A (AD An) D(AQ An) 


=(4,ADA,OA,) (by (a) 

= (4, Ais nen) (by Theorem 3), 
= AE À nan (by Theorem 1), 
ASI (by Theorem 3), 
= A nase) (by law of addition 


concerning numerals), 


Here we make a convention that n+n is denoted by the symbol n.2, 
and n+n+n by the symbol 7.3, and, in general, n+n-+n....+n repeated 
m times by the symbol n. m. By using this notation, the last result may 
be written in the form 


(b) (A, A) I (4, Ar) ==: An +1)+(n+1) = isa 
Thirdly, putting A, for M and A, for N in Postulate (Z/,), we have 
(A, 4)@ (4, A) = 14, (4 D An) DB(A: @ A): 
= { À, A,,,0(4,@ 4.)} (by Theorem 3). 
But by (b) we have 
(4; & An) = (4, A) © Ber rer) = via 


Therefore 
(c) (A, 4) @ (4, An)= (A, An DA...) 

= (A, Aoi nin) (by Theorem 3), 
= (A, Az4n3) (by convention), 
=ADArins (by Theorem 1), 
= A joins (by Theoren 3), 

= A4n+19+(n+19++1) (by law of addition), 
= A(n+13 (by convention). 


The results (a), (b), (c) may also be written as follows. 


A, & An = Ans. 

4,8 4n41= A+. 

4,89 Az ピン の 
Similarly, we may prove that 

Ann QA = Az). 

AO Anno 

Ans ® 43= Acn+133. 


Now we shall prove that the above law holds generally, namely the 
sormula A, © An= Antmr... m Amn holds generally. 
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Suppose that the law is true for m=m' and n=n,' then we have 


Ana © Ars = (A, Am) ® (Aj Ay) (by Theorems 1 and 3), 
= {A(Ay PAy) 8 (Aw À Av)} (by Postulate IZ), 
= {4, Aw DA DA wai} | (by hypothesis), 
=49(4, DA, DB Ann) © (by Theorem 1), 
=AD Aw D (Arr D Amn) (by Theorem 4), 
=ADA, DI(AADAD....n' times) D 

(Au D Aw の... 2 times)} (by Theorem 2 and 
hypothesis), 


= (48 Aw) BI ADAn) D(AD An) 

D.... times} (by Theorems 4 and 5) 
= Aw: DIA ra: DA mar D....2' times} (by Theorem 3) 
= Anas D Am BAws®:....n’+1 times (by Theorem 4) 
= A nr 19m 4134 she n’ +1 times (by Theorem 3) 
= イレ ルコ) + (by convention). 

Similarly, we can prove that 

Ayrzı & Any =A ns and An © y 41 Anwen. 

Therefore, if the above law holds good for certain values m’ and n’ 
of m and n and all values preceding them, then it also holds good for 
next following values of them. But the law is true for m=1 and any 
value of n; and also for any value of m and n=1; namely the relations 

AQA=A=A, 

4.9 A=A,= An, 
hold good always by Postulate (I/,). Therefore, by mathematical induc- 
tion, the law is generally true. This law is very important; we shall 


call it the law of multiplication. 
By means of this law, we have the following relations. 


(A, Am) @ (A, An) = { 4, (An D An) D (An D Ani, 
= (4, Anin D Ann) 
== (A, Pa be hee ae 
But Ansnsmn is a number which is produced by operating the operation 
© to A, a certain number of times; and any number, produced by 


operating the operation © to A, any number of times, is a number of 
our number-system. Therefore Ansn+mn 18 a number belonging to our 
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system, so that we may denote it by Z. Thus we have the relation 
(A, 4,)& (A, An) =(A, 1). 
Therefore (4, 4,,)® (4, 4,) is also an element of our number-system. 

Theorem 11. The commutative law concerning the operation Bj holds 
good in cur numler-system, 

Proof. Since (4, M) and (A, N) may be denoted by 4, and 4, 
(Theorem 2), the commutative law (A, I) @ (A, N)=(4, N )® (A, M) 
may be written in the form AnQA,=4AdAn We shall prove this 
law in the latter form. 


Suppose that the above law is true for n—n/ ‚ then we have 


ELA = Ament 5 (by law of multiplication), 
= ine rd so (by convention), 
= eh, MA se n’ times)+m 
= À in (by convention), 
= Awa B Ane (by Theorem 3). 
(2) st & Ay= tr ery Le times, 
= ins times)+(1+1+..... m times), 
= Ani 
= Arm D Au 





But, by hypothesis, we haye 


An ® Ay = Ay D Ans 
‚or Anny = Anne 
| Therefore, from (1) and (2), we have at once 
An Q Ayn= Aus Q An. 
| Thus, if the law holds good for a certain value of n, then it also holds 
good for the next following value of n. But, for n=1, the above law is 


‚true by Postulate (ZZ,); therefore, by induction, the law is generally 
true. 






Cor. m.n=n.mM. 
Theorem 12. The distributive law holds good in cur number-system. 
Proof. We have to prove the relation 
(41) f(4, MI) O(4, N)}= {(4, L)@(4 1} Di(4, の る (4 が) 
or the relation A, @ (An D A1) = (4 ® An) D(A, ® Ai). 
| In the first place, we have the relation 


ly, 
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A,®(A,D4,)= Aı® Amen (by law of addition), 
=A OAL (by commutative law), 
A ay le Mee of multiplication). 
But by repeated application of associative and commutative laws of arabic 
numerals, we have the relation | 
(m+n)+(m+n)+ ... 7 times=mtn+mt+nt+...., 
=(m+m+....l times) +(n+n+. 3 
。.・-/ times), 
= ml + nl, 
三 7772 + In. 
Substituting this result in the above, we have 
(a) A, (An DA n) = Amin 
But, on the other hand, we have the relation 
(b) (A, & An) B(4,@ An) = Aim DA,= Armin 
by the laws of addition and multiplication. From (a) and (b) we have 
at once the required relation 
4,2 (An BA,)= (41 @ An) D (A D An 
Cor. 1. (An BAn) @ Ar =(An ® Ar) O(An D 4). 
Cor. 2. Um+n)=lm t+ ln. 
(m +n)I=ml +n. 
Theorem 13. The associative law concerning the operation @ holds 
good in our number-system. | 
Proof. We have to prove the relation 
{(4, 1) @ (4, 1D} 8(4, N=(4 DO (4 MD(A, N)}, 
or the relation (A, @ Am) Q An= AR (An D A,). 
This may be proved by mathematical induction as follows. 


First we shall prove this law for any values of / and a special 
value 1 of n. In this case, we have 


(4,89 An) @ 4 = Am Q A (by law of multiplication), 
= Am (by Postulate (77。)) 
ARD (An Q A) =A, Q An (by Postulate (IZ,)), 


= Am (by law of multiplication). 
(4/0 An) Q A= A,B (An D A). | (a) 


By using this result, we shall prove this law for any values of J, m, 





| 
| 
| 
4 
| 


| 
| 





| 
| 
| 
| 
| 





AXIOMATIC INVESTIGATION ON NUMBER-SYSTEMS, I. 115 


and n. Suppose that this law is true for a certain value »’ of n 
any values of 7 and m, then we have 


(A, & Am) & dn = A, & (A & An) 


イイ 5 = Avan’) 


and for 


and 


by the hypothesis and law of multiplication. Moreover, we have the 
following relations. 


(A, Q An) Q イー イル Aas (by law of multi plication), 
= Ai LAT n’ +1 times (by law of multiplication), 


= Aim +IMm+ n'times)+1m (by convention) 2 


sia (by convention), 
AIA (by Theorem 3); 

A, ® (An @ Ayi1)= À, va ge Bret (by the same reason as above), 
adito (by law of multiplication), 
ee (by distributive law of arabie 

numerals), 
= À, mn À Am (by Theorem 3), 
dass ss Oe (by hypothesis). 


Therefore, we have 


(A, & A») Ay A, ® (An © ANS). 
But when n=1, the law is true by (a) for any v 
fore, by mathematical induction, it is generally 
1, m and n. 
Cor. (Im)n = (mn). 
Theorem 14. If (A, M)&(4, P)=(4,M)& (A, Q), then (A, P) 
=(4, Q); or if 4,9 A,= An, A» then A,= A, 
Proof. To prove this theorem, it is sufficient to prove that ea QD 


alues of 7 and m ; there- 
true for any values of 


| A, is greater than or less than An®A, according as A, is greater than 
or less than 4, since 


any two elements of our system satisfies one and 


| only one relation of “equality,” « greater than,” and “less than.” By 
the property of our number-system, when A, is greater than A 


„» we have 


‚the relation イミ イ の つの イ : and when A, is less than 4, we have the 
‚relation 4,= 4,84. 


We shall first consider the case where A, is greater than 4, In 


this case we have 
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AnQ4,= An @ (4,0 À) 
= (An Q Ay) B (An Q Ar) (by distributive law), 
AA) aw (by law of multiplication). 
Therefore A,,@ A, is greater than 4, @ Ar 


The case in which A, is less than A, may similarly be treated. 
Thus the theorem is provel. 


Cor. If mxp=mxg, then p=q. 

Theorem 15. If (A, M)=(4, N) and (A, P)=(A, Q), then 
(A, M)D(A, P)=(4, N)®(4, Q), 
(4,M)@(4, P)=(A, N)@(4, 0). 


This theorem may easily be proved by using the laws of addition 
and multiplication of our number-system. 

Hitherto we have proved all the fundamental theorems concerning 
the operations © and 2. Now we proceed to consider the fundamental 
relations concerning equality and inequahty. In my paper(') called 
“Set of Independent Postulates concerning Equnlity and Inequality” I 
have proved that all the propositions concerning equality and inequality 
may be deduced from the set of the following five independent postulates. 

I. Any two elements of the class satisfy at least one of the three 
relations “equal to,” “greater than,” and “less than.” 

II. Any element of the class has at least one element which is 

equal to it. 
Ill. If A is less than 2B, then B is greater than À. 
Iv. If A is equal to B and B is greater than C, then A is 
greater than C. 

V. If A is greater than B and B is greater than C, then A is 
greater than C. 

By the construction of our number-system and definitions of equality 


and inequality, we can easily see that the above five propositions hold M 


good in our number-system. "Therefore all propositions concerning equality È 
and inequality hold also in our system. | 


Theorems 4, 5, 7, 8, 9,10, 11, 12, 13, 14 are ten fundamental laws | 


concerning addition and multiplication given by Huntington, from which 
he deduced all other propositions concerning the above operations. By 
these theorems and the above five fundamental propositions of equality 


テテ ーー 


(1) The Tohoku Mathematical Journal, Vol. 14, Nos. 3,4, 1918. 
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and ine juality, all propositions concerning the operations and comparison 
of natural numbers may be deduced in the usual manner. Therefore we 
shall not enter into further deduction. 

In the course of our discussion, we have introduced arabic numerals 
having one-to-one correspondence to the elements of our number-system, 
and by the way, we have proved that the system of arabic numerals also 
obeys all fundamental laws of addition, multiplication, equality and in- 
equality, when (+), (x), (=), (2) are defined as in our discussion. 
Therefore, we may take this system of arabic numerals as representative 
of the systam of natural numbers. 

We have constructed our number by taking in pair the first number 
A and a number M already constructed, Now we ask what number is 
obtained, if any two numbers of our constructed class of natural numbers 
are taken in pair. The answer is as follows. 

When we take any two elements J/, of our natural numbers and 
form a pair of these numbers (M, N), if we postulate’ that the symbol 
(M, N) expresses the same kind of combination of M and N as that of 
A and M in our natural number (4, M), then the pair (JL N) is an 
element of our natural numbers also, and the laws of their operations 
may be written in the form 


(IL N)Q(P, Q)= (U@P) ONG @), (MS Q)ONSP)}; 


or if we take arabic numerals m, n, p, の then they may be written as 
follows. 


(m, 2) D(p, N= (m+ p, n +0) 
(m, 2) ⑳ ( N= (np + ng, mq + np). 
For, by Theorem 1, (4, M) denotes the combination À DJ, so that (M, 
N) denotes a number MD N, which is an element of our natural num- 
bers by Theorem 7. Moreover, the above laws of operations may easily 


_be proved by using the commutative, associative and distributive laws of 
addition and multiplication. 


Inverse Operations. 

As it is used in the introduction of integers and rational numbers in 
after-times, here we shall introduce the inverse operations of addition and 
multiplication, and add a few propositions concerning them which are 
needed in later discussion. 


Sultraction. When (A, M) is greater than (A, N), by the definition 
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of inequality and by the property of our number, there exists a natural num- 
ber X, such that 
(A, M)=(A, VN) OX. 
The operation of finding X when (A, M) and (A, N) are given is called 
subtraction and is denoted by the symbol ©, and the required number X 
is denoted by the symbol (A, M) © (A, N). This operation is an inverse 
operation of addition. That this operation (4, M) © (A, N) is impossible 
when (4, M) is equal to (A, N) or is less than (A, N) may be seen at 
once from the definitions of equality and inequality. With regard to this 
operation, we prove the following theorem, since it will be used in later 
discussion. 

Theorem 16. If (A, M) is greater than (A, M') and moreover (A, M) 
の (A, N) is equal to (A, M') © (4, N’), then (A, 1) © (A, M') is equal 
to (A, N°) © (AN). 

Proof. Since (A, Jf) is greater than (A, JZ’) by hypothesis, (4, M) 
© (A, N) is greater than (AM) © (4, N). Accordingly (A, N’) must 
be greater than (4, N), in order that (4, 7) 6(4, N) may be equal to 
(4, M') の (4 N’). Thus there exist two natural numbers X, Y, such 
that they satisfy the relations 

(4, M)=(4, 1) OX, (4,N')=(4,N) OY. 
Substitute these relations in the equality 
(A, 1) D(A, N)=(4, I’) S(4, N'), 
then we have 
(AM) DXD(A, N')=(4, M) {(4, NOY). 
But (4A,M)DXOD(A4 N)=(4, MW’) の お (④4 N)NOX (by commutative 
law), 
(AM) D {(4,N) DV {=(4, I’) B(4,N) OY (by associative 
law). 
i(4, I’) O(4, N)} OX= {(4, M')@(4, N) GY. 
: MESIA (bv Theorem 8). 
(る If) © (A, ll')= (4, N)O(A, N). 

Division. When the relation (4, M) @ (A, N )=(4,.P) holds good, 
(A, P) is called a multiple of (A,M) or of (A, N). From this de finition, 
at follows at once that when (A, P) is a multiple of (A, M), there exists a 
ee RA X, such that the relation (A, M) © X= (A, P) holds good. 
une a of Jinding X when (A, M) and (A, P) are given is called 
division ; it is an inverse operation of multiplication. This operation is 


ea 
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denoted by the symbol ©, and X is denoted by the symbol (4, P) © 
(A, M). 

Now when two numbers (4, P) and (4, M) are given, the case may 
occur, such that the relation (A, JJ) @ X=(4, P) never holds good, what- 
ever natural number is substituted for X. For example, take <A, as 
(A, M) and A, as (A, P), then there is no natural number X satisfying 
the relation 

A, Q X= À, 
Thus we have arrived at the following well known result. 

Theorem 17. In the system of natural numbers, two direct operations 
(addition and multiplication) can be performed without any restriction. But 
their inverse operations (subtraction and division) can be performed in 
only limited cases. 

Exister ce of Particular Elements. 

Definition 1. If anumler A satisfies the relation ADA=A, then A 
is called the zero-element (or zero) of the numler-system considered. 

Definition 2. If a number A, which is not a zero-element, satisfies 
the relation AQ A=A, then A is called the unit-element of the number- 
system considered. 

Theorem 18. In the system of natural numbers, there exists one and 
only one unit-element, but none of zero-element. 

Proof. By our postulate, the element d= (4d. A) satisfies the relation 
AR) A= 4; therefore this element is a unit-element of our system. But 
there is no other element satisfying the above relation. For, if there 
were such another element, denote it by D, then we have 

B@QB=D, 
and accordingly we have 
B= BQBL 
by the proposition of equality (if P=Q, then Q=P). Now, from the 
two relations 
イイ ミイ B= BOB, 
we have the relation 
(A@A)@QB=AQ(B@B) 
by Theorem 15; 
AQ(A®B)=(AQLD) SB (by associative law) ; 
AQ (BS A)=(48 B)Q bB (by commutative law); 
(AQ B)Q d= (4% Bb) & Bb (by associative law); 
A= B (by Theorem 14). 
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Therefore there is only one unit-element. 


Further, any number A, of our system sat'sfies the relation 4,@ 
A,=A,,; but A,, is greater than A, and so cannot be equal to A„ by 
our definition, so that there is no zero-element in our system. 


Non-Contradiction of Our Number-System. 

Now let us consider whether our system of numbers is free from 
contradiction. Since we have to discuss the non-contradiction of properties 
of natural numbers, we cannot use any property of natural numbers; so we 
must take recourse from admitted and fundamental properties of our mind, 
or else from certain concrete things admitted to exist and to have cer- 
tain properties. 

If we admit that our mind has the following three properties : 

(i) it can conceive one thing (or oneness), 
(ii) it can combine(!) (add) oneness to oneness repeatedly, 

(iii) it can correspond a class of things to another class of things, 
and also if we admit that logical reasoning of our mind contains no con- 
tradiction in itself, then we can mentally construct a class of things 
(abstract) from one thing (oneness) satisfying all our postulates of natural 
numbers. 

Denote oneness by A and the combination of oneness to oneness by 
A0 À, then since this combination can be made repeatedly by (ii), we 
can construct a class of abstract things {A AO A, AD AOA... -} by 
this method. Here we may set up the law of operations of any two 
elements of this class by means of correspondence. 

From this class of things, take any two things, for example, L= 
(AOA404) and M=(ARAOA © A); and to the combination of these 
two things (AO A0A4)O(A0A40A40 A), correspond a thing of this 
class K=4040.. ©A, which has the following correspondence to 
LOM. The first element of ZL corresponds to the first element of K, 
next element of Z to the next element of K and so on; when the ele- 
ments of L are all taken up, the first element of IM corresponds to the 
next succeeding one of K and so on; and they are in such a correspon- 
dence that, when all elements of M are taken up, so also does elements 
of K. In this case, we say that the combination L©M of two things 
L and M produces the thing K. We shall call such a mode of com- 
bination the addition of this class of things. 


(1) This combination is of such nature that the result of the combining of oneness 
to itself is different from oneness, 
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‘ From the first kind of combination ©, we derive the second kind 
of combination by means of correspondence again. First we take any two 
things L=(AC)A@ A) and M=(AOA©GAGA), and from these, we 
construct the third thing N=(LOL®L®LZ), such that the first element 
L of N corresponds to the first element A of M, and the next element 
L of N to the next element A of M and so on, untill all elements L’s 
of N are taken up when all elements A’s of M are also taken up. This 
-constructed thing N=(LOLOLOL) may be writen in the form N= 
(AG40 AA)O(A0AO0A4AO0(A0A0A)VO(A0A04) and may be 
corresponded to the thing K=A@QAQA® ...©A by the correspon- 
dence established in the first mode of combination. This mode of pro- 
ducing the thing X from the given thing Z and M is called the second 
mode of combination of L and M. This combination may be called 
multiplication and may be denoted by the symbol ©). 

As to the comparison of the elements of this class, we give the same 
definitions of equality and inequality of them as those of natural numbers. 

Thus, by the fundamental properties of our mind, we are able to 
construct a mentally existed class of things, and to derive the possibility 
of their operations and comparison, and to secure the uniqueness of result 
of operations. 

Now with the operations ©, © and the relations-=,>,< above 
established, it is easy to see that the above constructed class of mental 
things satisfies all postulates and fundamental propositions of our natural 
numbers when the operation © is substituted for © and the operation 
Goro. 

Therefore, if we admit the above properties of our mind, we can 
construct a class of things which implies no contradiction, and which 
satisfies all our postulates. Hence our set of postulates neither contains 
contradiction nor lead to contradiction ; and there exists at least one class 
of mental things satisfying all our postulates and fundamental propositions. 

Further, if we admit the existence of concrete things having certain 
properties, we may give several classes of things satisfying our require- 
ment. 

Independence of Our Postulates. 

We have given the two postulates (ん ) (Z,) for the operation の , and 
the” two postulates (77。) (II,) for the operation ⑳. ‘The postulates (J,) 
and (II,) define the operations between the first number and any other 
numbers, while the postulates (£,) and (//,) in general define the oper- 
ations between any numbers other than the first number. Since the first 
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number has the peculiar property that 4@ À is identical with itself and 
so we have denoted it by the symbol (A. A), different from those of the 
other numbers, we have thought that it is convenient to express the law 
of operations in separate formule. Therefore, the above postulates may 
be considered, in their substance, as one postulate for each operation, 
and accordingly we may expect that they will be independent of 
one. another. That they are really so may be proved rigorously as 
follows. 

In the preceding discussion, we have constructed a non-contradictory 
class of things called natural numbers and especially a class of numerals 
as a representative of it; and we have given the laws of operating and 
comparing them as numbers. Therefore, in our foregoing discussion, we 
may use this class of numbers; and from it, we may construct other 
systems of numbers obeying other laws of operations. With these pseudo- 
systems of numbers, we may prove the independence of our postulates 
as follows. 

Theorem (a). Postulate (Il,) is independent of Postulates (I,), (ん ) 
and (IL). 

Proof. We consider the class of arabic numerals 1, 2, 3,..... and 
denote any two elements of it by #» and n. The results of operating the 
fundamental operations (addition and multiplication) to these elements m 
and n are already defined, and they are at once known when m and n 
are given; we denote these results by m+n and mxn. Now, by means 
of these results, we introduce the new laws of operations as given 
below. 

mbn=m+n, 
MQn=mxn+m—n(*), 
(1, m)=1Sm. 
Then the class of numerals with these new laws of operations satisfies 
Postulates (ん ) (Z,), (ZJ,), and Postulate (A) (1 11), but not Postulate 
(7Z) 
1. It satisfies Postulate (J,). 
By the given law of operations, we have 
(1.1) の (1, m)=16(18m)=1D(1+m=1+(1+m=1+1+m, 
and 1,10m)=10(10m)=1+14+m; 
(1.1) 6(1,m)=(1, 1 On). 





(1) 一 denotes the subtraction of numerals. 
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But this is Postulate (J;). 
2. It satisfies Postulate (2). 

(16190....@1I)G10190....01) 
=(1+1+....+1)6(14+1+ ....4+1) 
=zm®n=zm+n, 

(1®81®....818181®2..,.©1) 
=(1+1+....+1+1+1+....+D) 
三 72 十 2 ; 

(1®818®....8DB8A1B812....91) 


=(1619....01919....01) 
But this is Postulate (£). 


8. It satisfies Postulate (IZ). 
(1,m)®(12)=(1O©m)8(1Dn) 
= (1+ m) @(1+n)= (1+ m) x (1 +2) 
+(1+m)—(1l+n)=14+2m+mxn, 
1, (mDn)O(mQn)i= 19 {(m+n) D(mxntm-r)} 
=1+m+n+mxn+m—n=1+2m+mxn; 
(1, m)@ (1, 2)= {1, (mBn) O(m@2)}. 
But this is Postulate (/7,). 
4. It satisfies Postulate (A). 
161=2=1. 
5. It does not satisfy Postulate (II,). 
(1,m)Q(1.1)=(19m)Q1=(1+m)Q1 
=(1+m)x1+(1+m)- Tale re 
(1, m)el®m=1+m; 
(1, m) & (1.1) = (1, m). 
Moreover, we have 
(1.1) Q(1, m)=19(1©m)=109(1+m) 
=1+m+1-(1+m)=1; 
(1, m) ® (1.1)# (1.1) & (1, mn) 
and (1.1) @ (1, m) + (1, m). 
Now Postulate (/Z,) may be divided into the three propositions 
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(i) (1, m)@ (1.1)=(1.1) Q (1, m), 
(ii) (1.1) @(1, m)=(1, m), 
(iii) (は, m) @(1.1)=(1, m) ; 
and the above demonstration shows that no one of these three proposi- 
tions cannot be deduced from Postulates (LZ), (4). (IL) and (4). But, 
of these three, each of the propositions (ii) and (iii) can be deduced from 
the other two. Therefore, it is sufficient も ) take the two propositions (i) 
and (ii), or the two propositions (i) and (iii) for Postulate (ZZ,). That 
each of these decomposed parts of Postulates (7,) is independent of the 
other and all the remaining postulates may be proved as follows. 
Theorem (a), Postulate (II); is independent of Postulates (I), (L,), 
CLT aig Z and. | 
Proof. Consider the class of numerals 1, 2,3,...., and introduce 
the new laws of operations as given below. 
m&PBn=m+tn, 
mQn=n, when m=1, (1) 
mQn=1, when x=1, (2) 
mQn=m+n-1+(m-1)Q(n-1)(*), 
when neither of m and» is 1, (3) 
(Lm)=1Sm. 
Then this class of numerals with these new laws of operations satisfies 
Postulates (1), (2), IZ) (IL) and (A), but not Postulate (IL, 
1. That this class satisfies Postulates (Z,), (I) and (A) may be 
seen at once as in the case of Theorem (a). 
2. It satisfies Postulates (IT,),;, and (IL). 
Firstly, from the given laws of operations, we have : 
(1.1)®(1, n)=10(18m)=1®(1+m)=1+m, 
(lm=16m=1+m; 
(1.1) (1, m)=(1, m). 
Secondly, we have 


(1, m)Q (1, n)=(1 Dm) @ (1 Bn) =(1 + m) @ (1 + ») 


(1) When both m and n are greater than 1, m@n is completely determined by the 
laws (1), (2), (3). For. example, 


4@Q3=44+3-143@2 i (by (3); 
=(4+3—1)+(3+2-1)+2@1 (by (3)), 
=(4+8-1)+(8+2-1)+1 (by (2), . 
=11. 
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=(1+m)+(1+2)-1+m® x, 
=1+m+n+mMQ, 
{1, (NOn O(mOn)j=1O(mOn) O(MSn), 
=1+mtn+m®n; 
(1, m)® (1, 2)={1, (m Bn) (MBH n)}- 
3, It does not satisfy Postulate (ZT). 
From the given laws (i) and (2), we have 
(11) Q(1,m=1 @1Gm)=18 (1+ m=1+4+m, 
(1, m)@ (1.1I)=(10m)& 1=(1+m)Q1=1; 
(1.1) Q (1, m) + (1, m)@ (1.1). 
Theorem (aux. Postulate (IT) 18 independent of Postulates (Iq) 
( ヵ ) Ias (IL) and (A). 
Proof. Consider the class of nnmerals 1, 2,3,...., and introduce 
the new laws of operations as follows: 
mObn=m+%, 
mQn=mXn+1, 
(I, m=10m: 
Then this class of numerals satisfies Postulates (I,), (1); (IZ (II) and 
(A), but not Postulate (IZ): 
| 1. That this class satisfies Postulates (7/), (1,) na (A) may be seen 
at once as in the case of Theorem (a). 
2. It satisfies Postulates (IZ) and (TL). 
Firstly, from the given laws of operations, we have 
(1, m)@Q (LI=(16m)S1=(1+m)@1, 
=(1+m)x1+1=2+m, 
(1.1)@ (1, m=19(1Om)=19(1+m)= 1x(1+m)+1=2+ m. 
(1, m)@ (1.1)=(1.1) © (1, m). 
Secondly, we have 
(1, m) D(1, n)=(1+ m)@ (1+2); 
=(14+m)(1+n)+1=24+m+n+mn, 
61, (mOn)B(m@n)j =1O(mMOn) B(m& n), 
=1+(m+n)+(mxn+]), 


=24m+n+mn. 


(1, m)@ (1, n)= {1 (mOn) D(mSn)}. 
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3. It does not satisfy Postulate (ZI). 
From the given law of multiplication, we have 
(1.1)@ (1 m)=1@ (1+ m)=1 x (14+ m)+1=2+4+m, 
(1, m)=1+m ; 
(1.1) (1, m)& (1, m). 
Theorem (b). Postulate (II,) is independent of Postulates (I,), (I,) and 
(EL). 
Proof. Consider the class of numerals 1, 2,3,...., and introduce 
new laws of operations as follows. 
m Bn=m+n+1, 
mQlam=19m, 
Ki @n=mXn+n (when none of m and n is 1), 
(l,m)=1®m. | 
Then this class of numerals with these new laws of operations satisfies 
Postulates (I,), (I,), IL,), and Postulate (4), but not Postulate (I7,). 
1. It satisfies Postulate (J,). 
From the given laws of operations, we have 
(11) B(1, m)=1O 19 m)=1 9 (1+ m+, 
=14(1+m+1)f1=m+4. 
and (116m)=1O(10m)=m+4; 
(1.1) ©(1, m)=(1,1@m). 
2. It satisfies Postulate (J,). 
1D19....m times)B(LIB1®...:n times) 
| =(mt+m-1)D(n+n-1), 
=(2m-1)© (22-1)=(2m-1)+(22-1)+1=2m+2n-1. 
(1618....m+n times) = (m+n) + (m + n—1)=2m+2n—1; 
1919....)®1919... -)=(1019....91019....) 
3. It satisfies Postulate GER} 
This is clear from the given law of operation. 
4. It satisfies Postulate (A). 
1@1=1+1+1=3#1. 
5. It does not satisfy Postulate (IL). | 
(1, ) @ (1, 2) =(1@ m) @(1G2)=(2 + m)Q (24), 
= (2+) x (2+n)+(2+n), 
=6+2m+3n+mxn, 
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1, (m@n)P(MOn)} =1©{(m+n+1)B(mxntmn)}, 
=10 |!(m+n+1)+(mxn+n)+1; 
=14 fmXn+m+2n+2}+1=4+m+2n+mxXn; 
(1, %)@⑳(1.% ま (1 (の の (m Qn)!. 
Theorem (c). Postulate (Iq) is independent of Postulates (I), (IL) and 
CEDE 
Proof. Consider the class of numerals 1,2, 8,...., and introduce 
new laws of operations as follows. | | 


mBn=2, 
1Q9ma=m=mB1, 
mQn=4 (when none of m and » is 1). 


(1, m)=2m. 
Then this class of numerals with these laws of operations satisfies Postu- 
lates (J,), (ZI), (IL) and Postulate (4), but not Postulate (J,). 
1. It satisfies Postulate (J,). 
From the given laws of operation, we have 
1919....8DD8(181€... .@1)=2&62=2, 
and 1019... B191919....B1=2; 
1919....091DS9(1019... .@1) 
=(1®1®....B1®81B1®.... Bl). 
2. It satisfies Postulate (77/). 
(1.1) ⑳ (1, m)=1@ 2m=2m, 
(1, m)=2m ; 
(1.1) @ (1, m)=(1, m). 
Similarly we have 
(1, m)® (1.1)=(1, m). 
Thus Postulate (ZZ,) is also satisfied. 
3. It satisfies Postulate (7 ル ん). 
(1, m)@ (1, n)=2m@ 2n=4 (since none of 2m and 2 is 1), 
{1, (mBn) PB (Mn)j=2ai(mO n) DB (m@n)}=2{2B(m or nor 4)} 
=2x2=4; 
(1, m) Q (1, n)=f1, (nOn © (mBn)}. 
4. It satisfies Postulate (A). 
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1®1=2#1. 
5. It does not satisfy Postulate (Z,). 
(1.1) 6 (1, m)=1@2%m=9, 
(1,1@ m)=2(1@ m)=2x2=4; 
(1.1) @ (1, m) + (1, 1 Bm). 
Theorem (d). Postulate (I,) is independent of Postulates (I,), (I i) 
and (II). 


Proof. Consider the class of numerals 1,2,3,...., and introduce 
new laws of operations as follows. 
272 CB 2 三 2 , 


mQn=mX pn, 
(l,m)=1&m. 
Then this class of numbers with these laws of operations satisfies Postu- 
lates (Z.), (ZL), (II,), and Postulate (4), but not Postulate (LZ). 
1. It satisfies Postulate (J,). 
From the given laws of operations, we hare 
(11) G6 (1, m=1B(1O@m)=1 O2m=4m, 
(1 16 m)=1 G(1Pem)=4m; 
(11) (1, m)=(1, 1Bm). 
2. It satisfies Postulate (ZI,). 
This is clear from the above law of operation. 
3. It satisfies Postulate (LL). 
(1, m)® (1, n)=(1Q _m)@ (1 の 2) 持 27⑳ 2n = 2m x 2n=4mn, 
{1,(m Ox) B(m@n)}=1G {(mBn)®™ (mn) =1Q {2n B mn}, 
=1 の 2mn=4 mn. 
(1, m)® 1, x)= {1 (mBn)P™B(mBn)}. 
4. It satisfies Postulate (4). 
1@1l=2+1. 
5. It does not satisfy Postulate (J,). 
For example, (18181)8 (191219 1)=262=4, 
1618181619010 1)=2. 
(16161) G(1G1G1G1)+(1H1GH1D1919191). 
Of our two fundamental numbers (A=A® A), and (B=A@ A), we 
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have postulated that AD A# 4, namely B+ A. Under this supposition, 
we have constructed the numbers (4.4), (4,4), (A,B), (4, 0), ....; and 
upon these numbers, we have imposed Postulates (1) and (Lf) concerning 
the operations © and @. But this postulate AD À # À is not contained 
in Postulate (I) and (II) (though AQA=A is contained in Postulate 


(IT,)). We can prove this as follows. . 
Theorem (e). Postulate (A) is independent of Postulates (L,), (L,, (IL) 
and (IL). 


Proof. Consider the class of arabic numerals and define the laws of 
operations as given below. 
mn=zn, 
mQn=mX 7%, 
(1,m)=10™m. 
Then this class of numerals satisfies Postulates (7,), (J,), II.) and (IL), 
but not Postulate (A). 
1. It satisfies Postulate (J,). 
(1.1) 60, m=19(1Em)=16m=m, 
1,18 m)=18 (198 m)=zm; 
(11)8(1,m)= (1, 1@m). 
2. It satisfies Postulate (ん). 
1619... ®0O1019....D1)=101=1, 
1519... DIGIDIO....Ql)=l; 
1B819....80)9®10919....01)=(1919....9D1. 
3. It satisfies Postulates (77。). 


This is clear from the above law of operation. 


4. Tt satisfies Postulate (ZL). 
(1,m)@Q(1,n=1 Ome 1 Om=mMBnamx n, 
1, (mOn) B(mMOn)j=l1Oi(mGn) D(MQ 2)} 
=(m®n)B(m®& n) 
=nO(mxn)=mxn; 
(1, m)@ (1, n) = $1, (mDn)D(m@n)}. 
5. It does not satisfy Postulate (4). 
1®1=1. 
Therefore it does not satisfy the relation 1③1 放 1. 


All examples given above to prove the independence of each of 
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Postulates (J,). (4), (IL), (ZZ,) from the other postulates also satisfy 
Postulate (A). Therefore the six postulates (4), (Z,), (L,), (Mai (LLa)aiys 
(II) are independent of one another. 
System of Numbers as a Set of Things. 

As a set of things, this system of numbers has the following 
properties: * | 
Property of simply ordered class ; 
Property of discrete class ; 
Property of denumerable class ; 
4. Property of class having the first, but no last element. 


Ce PRESS 


Namely, this class is a simplest one of denumerable classes. 

Conclusion. Here we shall recapitulate briefly our mode of con- 
structing natural numbers. 

Starting with only one thing A, and operating this thing A to 
itself, we get two different things by two different operations then used. 
One of these things is identical with A itself while the other is different 
from A. Next taking these two things in pair, we define the third 
things; and further taking the first and the third things in pair, we 
define the fourth thing; and taking the first and the fourth things in 
pair we define the fifth thing; and so on; all these obeying one and 
the same mode of combination. The class of all things thus constructed 
are called a system of natural numbers. In order to treat them as 
numbers, we imposed upon them Postulate (7) and (IZ) for two operations, 
addition and multiplication, and Definitions (A) and (B) for two relations, 
equality and inequality. By means of these postulates and definitions, 
we proved the following : | 

1. All theorems concerning so called natural numbers are true in our 

system ; 

2. Our postulates are independent of one another ; | 
Our number-system is free from contradiction ; 


4. Two direct operations D and & can be performed withont any 
restriction while corresponding two inverse operations © and © 
can only be performed under certain condition ; 


Qt 


There exists one and only one unit-element, tut none の zero- 
element in our system ; 

6. As a set of things, this system is a simplest denumerable class ; in 
other words, it forms a discrete series having the first, but no 
last element. 


—— —— 


ee 


i 
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(B) Integers. 


Introduction of New Numbers. 

Consider the class of natural numbers already defined, and take 
any two numbers of them, and denote them by a,b. From this pur of 
numbers, we construct a new thing which we denote by (a,b). In order 
that we may treat these newly constructed things as numbers, or in 
other words, in order that we may compare them and operate them, we 
lay down the following definitions and postulates. 

Definition (A). The two numbers (a,b) and (a', の ) are said to be 
equal when and only when the relation a@b'=a' Bb holds good. 

Definition (B). The number (a,b) is said to be greater than or less 
than the number (a’, b') according as の の is greater than or less than 
@ bo. 

Remark. Since a, 6, a’, 1’ are natural numbers, the meaning of the 
operations &, ®, and the symbols >,=,< are already known, so that 
eg の の テ g@ Bb, a Bl’ a SI have definite meanings. 

Postulate (I). (a,b) D(a',V)=(aDa',b DU). 

Postulate (IT). (a,b) (a’, b') = (av Bd’, の G ba’). 

Remark. aa’ is used for the abbreviation of a®a'. Since a,b, a’, d 
are natural numbers, a D a/, aa’ bb',....are also known natural numbers, 
so that (a@a',b@0’) and (ze Ob’, ab’! ba’) may be denoted by (m, n) 
and (p,q) respectively. Therefore they are elements of the system of 
new numbers. Thus from these postulates, we have the following funda- 
mental theorem. 

If (a,b) and (@, の ) are any two elements of the new system of 
numbers, then both {(a, 6) D(a', b')} and {(a, の ⑳ (a', b’)} are also elements 
of this system. 

The class of all numbers {(a,6)} with the above laws of operations 
and the above definitions of equality and inequality is called the class 
of integers. 

Here we shall study what numbers are defined by the above 
postulates and definitions. 

Theorem 1. The new system of numbers is a more extended one 
than the system of natural numbers and contains the latter system as its 
subclass. 

Proof. (1). First of all, when a > 0b, the new number (a,b) is 
equivalent to the natural number «© d. For, (a) when a > d and a’ > 0’, 
if the relation (a,b)=(a',b') holds good, then, by the definition of 
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equality, we have the relation aDb’/=a'Db; and therefore, by Theorem 
16, we have the relation aQb=a'©b’; and conversely we may easily 
prove that, if the relation «a @b=a/ 〇 の holds good, then also the relation 
(a, 6)=(a', の ) holds good. (b) Similarly, it may be proved that, when 
a > d and a' >U’, if the relation (a,b) = (a', の ) holds good, then the 
relation (a©@ b)Z (a ©’) also holds good, and conversely, if the relation 
(«Ob)=Z(a’©b') holds good, then the relation (a, 5) = (a’, の ) also holds 
good. (ce) Further, if we put 4© instead of (a, b) in Postulates (J) and 
(ZI), then the postulates are all satisfied. Thus all definitions and postu- 
lates which completely define the new number (a, b) are all satisfied by 
the natural number «O5 when a > 6. Therefore our new number may 
be considered to represent the natural number when a> d. Moreover, 
it way easily be seen that any natural number may be represented by 
one of our new numbers which has the form (a, 5).>s, Hence we may 
say that the class of all natural numbers may be represented by the 
subclass of new numbers, which we denotes by (a, b),,,}. 


(2) Secondly, when a=d, the new number (a,b) defines a zero- 
element of the system. For, by Postulate (7), we have 


(a, b) B(a, b) =(a Da, bOb)= (2a, 2). 


But, by hypothesis, @ is equal to d, and so by the definition of equality 
of natural number, a is identical with 5; therefore we have 


(a, a) D (a, a) = (2a, 2a). 
Now, by the definition of equality of the new numbers, we have 
(a, a) = (2a, 2a)=(na, na), 


since a D 2a = 2a@a and aDnu=naDa are true. 
Accordingly we have the relation 


(a, a)D(a, a) = (2a, 2a) =(a, a), 
so that (a, a) is a zero-element by the definition. Thus the number 
(a,b) 。-。 is a new number not contained in the class of natural 
numbers. 

(3) Thirdly, when a < b, the number (a, è) has no corresponding 
one in the class of natural numbers, nor it is a zero-element, so the 
assemblage of them defines a quite new system of numbers. We shall 
call this class of numbers the class of negative integers. In contrast to 
this, we shall call the class of natural numbers the class of positive 
integers. Thus the assemblage of all positive and negative integers and 


er... 
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zero-element constitutes the class of integers, 
Fundamental Properties of the New System of Numbers. 

From the above definitions and postulates, it may be proved that 
all fundamental theorems and accordingly all theorems concerning the 
operations ® and & hold good in this system of numbers. Since the 
proof may be effected in a similar manner as in the case of natural 
number, we shall not enter into it. But here we shall give the proof of 
the proposition (a, b) c=c(a, b)=(ac, be) only, in order to show that, though 
it is taken as postulate by some writers, it does not need to do so in 
our mode of treatment. 

Now, by hypothesis, c is a natural number, therefore it may be 
denoted by mOn(m>n) (for, taking any natural number n, we can 
always find a natural number m, such that n®c=m, by the fundamental 
property of our natural number; and hence c=mOn). Accordingly c 
may be denotel:by (m, 2) n>„ and we have 

(a,b) c=(a, bd) Q(m,n)=(am En, anBbm) (by Postulate (が )), 
={a(mOn),b(mOn)} (by Definition (A)), 
SE 
Removal of Restriction of Inverse Operation. 

Theorem 2 Two direct operations (addition and multiplication) can 
be performed without any restriction in the system of integers. 

This follows at once from Postulates (/) and (Lf). 

In the system of natural numbers, the inverse operation a Od is 
possible only when a > 0; in all other cases it is impossible. But, in 
the new system of numbers, this restriction is removed, and the inverse 
operation © is always possible for any two numbers of the system. 
That is, we may prove the following theorem: 

Theorem 9. The first inverse operation (subtraction) can be performed 
without any restriction in the system of integers. 

Proof. Taking any two numbers (a,b) and (a’, 0’) of the system, 
we have to find the number (u, 7) satisfying the relation 


(a, の) Bu, v) =(a’, の ) 


in onder to prove the theorem. Now, by Postulate (7), we have the 
relation 


(a, b) D(u, v)=(a Bu, 6 の の ). | 
Therefore, we have to find the natural numbers w, v, satisfying the 
relation 


134 | K. YONEYAMA: 


(a BubDv)=(a’, b’), 
or a duBb'=bDvDa' (by definition of equality), 
or U D (aDb')=(b Da) Pv (by property of natural numbers). 


To satisfy this condition, it is sufficient to take (% v), such that the 
relation 


(u, v) =(bBa, ado’) 


holds good. Now 5Da' and ab’ are both natural numbers, therefore 
(66a',a0’) is a number belonging to our new system of numbers. 
Theorem 4. The second inverse operation (division) cannot be perform- 
ed without any restriction in the system of witegers. 
In order that the division may be performed without any restriction, 
it is necessary that for any two given numbers (4, b) and (a', U’), we 
can always find two natural numbers «, v, such that the relation 


(a, b)& (u, v)=(a', d'), 
or (au D bo, av GB bu) =(a’, の )、 
or - au D bv Bb’ =av D bu D a! | (a) 


holds good. But, when the two numbers (3,1) and (2,1) are taken for 
(a,b) and (@, の が) respectively, the last relation (a) becomes 


2u=2vD1;. 


and this relation cannot be satisfied whatever natural numbers are taken 
for u. v, since 2u is a multiple of 2 while 2v DI is not a multiple of 2. 
Existence of Particular Elements. 

Theorem 5. There exists one and only one zero-element in the system 
の integers. 

That (a, a) is a zero-element was proved before, and that there is no 
other zero-element may be proved in a similar manner as in Theorem 
18. 

The first fundamental property of zero-element, “the product of any 
number and zero is always equal to zero,” may easily be. seen, to be 
true in this system of numbers, since we have the relation 


(4,0) @ (p, N=(op D aq, aq Bap)=(ap& aq, ap D aq). 
The second fundamental property of zero-element, “if (a,b) is equal 
to (a,b), then (,b)&(a,b') is equal to zero,” may be proved as 
follows. 
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By Theorem 3, we have 
| (a, b) © (a’, b')=(u, v)=(0'Da, a Dd), 
and by Postulate (I), we have 
(Da, a Pb) (Pa, a Bb)=!W Da)D( Da), (a Ob) Da DI), 


= {2(b' Da), 2(@ Bd)}. 
But, from the hypothesis (a, b)=(a’, が ), we have 
abb =bBHa'. 


Therefore, from the definition of equality, we have 

:2(0' Da), 2(@ Db)} =(0' Ba, a Bd), 
and accordingly, we have 

(b' Ba, a Bb) D Da, a Od)=' Oa a DI), 
which shows that (0 Da, a! @b) and accordingly (a,b)@(a,.b) is a 
zero-element. We shall denote this property in the symbolical form, “if 
(a, b)=(a', b’), then (a, 6) © (a, b') =0.” 

The converse of this theorem is also true. 

In this system of numbers, the relation (a, b) (0, a)=0 always holds 
good whatever a and b may be. In this case, (0, a) is called an opposite 
element of (a,b) and is denoted by the symbol —(a, 6). 

Theorem 6. There exists one and only one unit-element in this system 


of numbers. 
Proof. By Postulate (II), we have 


(aD1,a)Q(adl, a)=[{(aD1)Q(aD1)}D«Q a), 
{(1D1)Qa} D fa (a21)i] 
— {(aa D 2a D 1) P aa, (ar D a) D (aa Da); 
= (2aa 2a P L, 2aa D 2a), 
but, by the definition of equality, we have 
(a D1, a)=(2aa の 22 DI, 2aa D 2a). 
"Therefore, we have 
(a 1, a Q(aPl, a)=(a DL a). 
Accordingly, by the definition of unit-element, (4 の I, a) is a unit-element 
of the system. Now « may be any natural number, but (a, D1, a) and 


(a,®1, a,) are equal to each other by the definition of equality of our 


numbers. 
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Further, we may prove that there is no unit-element other than 
(a 51,0). For, any unit element (p,q) must satisfy the relation 


(9⑳( 9)=(P; 9), 


or (pp D qq, py の 72) デ (の) 
Or pp ® 9q Dq=2p9 Bp. 
or =U OL DO 


But (p,q) is a zero-element when p=q; therefore any unit-element (if 
any) must be of the form (9{D1,q) Therefore there is only one unit- 
element (a 1, a), 

Definition. If a number A, which is not a unit-element, satisfy the 
relation AQ A=1, then A is called the negative unit-element of the number- 
system considered. In contrast to the negative unit-element, the ordinary 
“unit-element is called the positive unit-element. 

Theorem 7. There exists one and only one negative unit-element in 
our system of numbers. | 

That (bQ 1, 2) is a negative unit-element and that there is no other 
negative unit-element may be proved in a similir manner as in the 
previous theorem. 

From our postulates and definitions, we may easily prove the follow- 
ing theorem. 

Theorem 8. (1) All integers may be produced from natural numbers 
by multiplying them to the positive and negative unit-elements. 

(2) The sum of positive and negative unit-element is equal to zero. 

(3) The product of any number (p,q) and the positive unit-element 
is equal to the number ( p, q). 

Non-Contradiction and Independence of Postulates. 

Postulates (7), (LZ), and Definitions (A), (B) are all satisfied by 
any number (a, b) of the system, whether a is equal to, or greater 
than, or less than b. Therefore, the results deduced by-applying pure 
logic to these postulates and definitions must hold good for any number 
of the system. Now, among these results, there cannot occur any 
contradiction. For, since the above postulates and definitions are all 
Satisfied by the system of natural numbers as was already pointed 
out, and moreover, since the system of natural numbers implies no 


contradiction as was already proved, if there would arise a contradiction | 


in the logical combination of Postulates (J), (ZI) aud Definitions (A), 
(B), then there would also arise a contradiction in the system of 
natural numbers. 
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Further, Postulate (7) defines the operation of addition, and Postulate 
(IT) defines another operation called multiplication; and there is only 
one postulate for each of the two different operations. Moreover, neither 
of them presupposes the other. Therefore, that they are independent 
of each other will be evident and will not need to be discussed in detail. 

System of Numbers as a Set of Things. 

As a set of things, this system of numbers has the following 

properties : 

1. Property of simply ordered class ; 

2. Property of denumerable class ; 

3. Property of discrete class ; 

4. Property of class having no first and no last elements. 
Namely the system of numbers is an unlimited discrete series. 

Thus, from the system of natural numbers, we have constructed a 

more extended system of numbers which satisfies the four great principles: 
1. Principle of permanency of form, 
2. Principle of freedom of direct and inverse operations of the 
first order and a direct operation of the second order. 
3. Principle of non-contradiction, 
4, Principle of non-density. 


(To be continued.) 


On Multiplicative and Enumerative Properties of 
Numerical Functions, 


by 
Ecxo D. Prprer, Seattle, Wash., U. S. A. 


A method is presented here by which an extensive class of theorems 
appearing in Dickson, History of the Theory of Numbers, (Carnegie 
Institution of Washington, 1919), Chapters V and X, hitherto obtained 
individually, may be derived by direct analysis. 

The method is discussed in Section 7 and is followed by the deriva- 
tion, in Section 77 of many of the more familiar theorems. Section ET 
contains the generalization of the same method to the realm of complex 
integers; Section JV the extension to ideals, with the derivation of the- 
orems analogous to those in Section II. Section V contains the extension 
to polynomials with respect to a prime ideal modulus, and prime modulus. 


of any realm. 


I. Theory of the numerical functions in the 
rational realm. 


1. A function Ax) is called numerical, if for each integral value = 


0 of n, f(n) takes a single definite value. Thus, Euler’s &(n), the totient 
of n, and ö(n), the number of divisors of n, are numerical. We shall 
consider a certain class of theorems concerning such functions. 

9 We shall first determine the infinite products which generate 
certain functions, such products being called “ generators,” and by use of 
these only, derive relations among these functions. The method will 
also be generalized for the realm Æ(i), for ideals, and for polynomials to 
a prime ideal modulus, also to a rational prime modulus. 

3. The determination of a product will be clear from an example. 
Let, as usual, J,(n) or &,(n), denote the Jordan totient of index È, viz., 
the number of sets of % (equal or distinct) positive integers = n; such 
that the greatest common divisor of the integers of each set is prime to 
n, two sets being different if the order of the integers in them be 
different. 

Let, as always henceforth, 
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n=p1 +92 + Ds pr be the prime resolution of n. 
Then ゅ 2) りー の (の) の (が りり …… の (の. 
Consider the infinite product, in which psi, 2, 3, ) are all 


distinct primes 
(1) 1 + PC) + DPI DPI LL (pi) だ Ce | 
L Pi Pi Di” pre 
which can easily be shown absolutely convergent for suitably chosen | s |. 
Assure such an |s| in what follows. The general term of the expansion 
of (1) is: 
Pa( Pi“) 2 PP) jar Pil pir) _ Plt) 
pes pas の の x 
since one and only one term must be taken from each factor of /1 il 
constructing each term of the product. 





Therefore 
Il 14 PP) | PD) + PP. obs Peed et Put Di") oe > Pa) 3 
に Pi Pit Pi Pi * 2w ace 


since ,(p")=p'*—p’'->", this reduces to: 


n{1+ Pet e Pe, > RETE | 





Pi Pi’ pie 
= E 
Pi 
= 1] — 
iste 
Leb Hee 
Ee 
We th 7 uit A APR an È There EX I 
SA Bay, n is the generator of &,(n), where the [ ] is a 
ei 
PD 


convenient notation for the infinite product, of which the typical factor is 


given in the brackets. 


>»- 


4. Before proceedivg further, a shorter notation will be introduced. 

(i.) Let p-*=z where p is an arbitrary prime, and s is chosen so 
that all the series and products in which it appears are absolutely con- 
vergent. 

GE) Let G(2)=/,[1 +A pye4 pe Afp ーー] be an 
infinite produfét; in which «,æ, -- &,, - are integers >0, the /;(p) 
e=1, 2,.-..”] are arbitrary functions of p, and the p in p* is con- 
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sidered inseparable from 9°‘, viz. p° is the parameter る and we do not 
have の ダー ダー 

(iii.) When の (4) is expanded, a Dirichlet series of the form 

IM) js obtained. We then say that @'(z) is the generator of g(n), 

ne te 
and write it symbolically G’(z) 7’ g(n), which is to be read, @'(z) is the 
generator of g (n). 

(iv.) Thus, suppose G’(z) 7’ g (n) and IT (2) TE h(n), it is required 
to find the function generated by G'(2). H (2). 


Now G'(2) F gin) implies @’(@)= 2, > a > ‚and H'(2) Z' h(n) implies 


n= dd 
AE SAC) whence 
m=1 n° 
hin) ni 
1) G'(2)- H(z 0 “4 JC) An) 
EL wa 


Let nn,—=n, then since n, n, n, are all Toe >0, n, is any divisor 
of n, and n, is it’s conjugate divisor. Further, let 2,/(d)}(0) mean that 
the sum extends to all pairs of divisors d, 0, such that d ö=n. Then: 
replacing m by d, n, by 6, and nn, by dö=n, we have from (1) 
\' È 
» Xg(d)k(d) 
Ga -Ha =) 
n=1 
Therefore we say G'(z)- H'(z) F g(d)h(d), viz, the formal algebraic 
produet of (2) and Hz) generates the symbolic product g(d)h(0) or 
Sg(djh(O) of g(n) and h(n). 


n° 


(v.) Further, denote by G 2) the general factor 
14 f(phes (pe + hfe pele es 

of the infinite product G(2)=[1+/ (ph: 4 Ape + e: +f pees J. 
We then call G(z) the associate of の and write it symbolically G (@)~g 
[> means, “is associate of |. 

(vi) In the summation ¥g(d)h(6), drop the suffix n, it being under- 
stood that Sg(d)h(0) refers to all pairs (d, à) of conugie divisors of an 
arbitrary integer n>0; further, drop the d, 6 and the summation sign. 


è, so that we write simply g ん for Zyla)R 0). Also, wherever DI sal 


n=1 


> 
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appears, it will be written SAC , the summation always extending over 
n° 
all values 1=n= ©. | 
(vii.) We may then write symbolically: if G(z)~g, and H(z)~h and 
G(2)A(2)= K(z)~k then gh=k. Hence we may rewrite the conclusion in 


3., in this notation, as follows: ker: 








|: I" の (n) or more briefly — =. 
1 — 2 
=". Note that in the latter expression the [ ] indicating an infinite 
1-2 
5. Using this notation, let us find the product which generates the 
function n’o,(n) [o,(n)=sum of uth powers of the divisors of n]. 


product have been dropped, viz., the associate of D" is 





(ai +1) 

Let n= 11; pf, then ne= Ip“, and o,(n)= Il, a, 

u(a; +1) __ 
whence n°0 ,(n) = 11, pfs IE 

Pee 
Consider the sum: 

Dre Arr 
pel 


zat oe 2( pret pre # + pre ate rene: + pf“)Z°, 
which for all values of the integer w>0, gives 
1+ (pp —p*)Z+(p +p 4 p*)Z7+ ne It 
lan 
| (ieee (i ne) 
Following the notation of 4., we may write 
| | - | どの,(2)。 or 
(1—p*z) (1—p™2) 
1 
eh 
(1-p*z) ユー が る ) 
6. As an example of the reverse process, that of finding the function, 





a, 1m =u, or all 149,04). 


which a given product generates; consider the generator | a | 


Kipa) 





Now fe 2 | =u(n) un), [where u, (n)=n for 


(1 — pz)" -p Ip 3 
all n, see 9.03], or written as a summation 
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the ur) , un) _ Zu(d)u(d) _ 240 
a 2e CCS 


n° 
Obviously Zdö=nr(n), [T(n)=number of divisors of n]. 
Hence | I nz(n), or OT eee 
ユー が (1 —paz)’ 
7. We shall now define units and reciprocals. If s(1) 三 1 and «(n)=0 


for all n>1, then e(r) is defined as the unit function, called e, and it’s 
associate is 1, viz., l~s. 

1 
(2) 
Hence ggi=e Tr. e. Zg(d)g'(0)=1]. 


=l~e. 





Let G(2z)~g and Mr, then G(z) - 
G2) 


We then say G and @’ are reciprocals of each other. Thus, we have 





À [see 10.14] and 1 +2~/(y’) [see 10.02], where (2°) is the symbolic 
io 


notation for fun)” =(n) (n). This is not to be confused with symbol 

#, written without ( ), which represents 2',u(d)u(d) and not I u(d)}?. 

Then, ュー -1-+zs, hence (だ ) ん 4 三 5。 viz., (2°) and À are reciprocals of 
+2 

each other. 

We shall have occasion to use some compound functions which are 
combinations of simple function and not simply products of them. Thus 
(Uuon) represents 2u,(2)0,(2), while u,o,, written without ( ), and. 
therefore a symbolic product, represents Zu,(d), (0). 

8. A detailed proof of one theorem will be sufficient to illustrate 
the method used. Let us prove a formula of Liouville taken from 
Dickson, History of the Theory of Numbers, Vol. I. p. 286, 

02 の (びー 20 Fa, id). 
| 1 
(1 一 が (ユー が 9) 


1 1 
en : aerea [see 10.03] 


Now 





(U,0,), Lu, =" for all n, 9.04, 10.09; 
and 


then, rearranging the factors, we have 
3 DIL A De .. i ee 
(1-p*) (1—p*z)(1—z) 


Whence (u,0,)u) = * Gus OF (u,0,)=u, 0 [M=1 for all n, 9.02] 


y °F, {see 10.06, 10.12]. 
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which according to the notation adopted in 4., is a symbolie representation 
of Zdho,(d)= S0a, (da). 
9. A list of certain functions occurring in Dickson, History of the 
Theory of Numbers, Vol. I. Chapters V, X, will be put here for reference. 
OL p(n)=0, if x be divisible by a square >1;= +1, if n is the product 
of an even number of primes;=—1, if n is the product 
of an odd number of primes, Möbius’ function. 
02 u(n)=1, for all values of n, Riemann’s £-function. 
03 u(n)=n, for all values of n. 
04 u,(m)=n", for all values of n. 
05 c(n)=»(n), the number of divisors of n. 
06 a(n), the sum of the divisors of n. 
.07 o,(n), sum of the «th powers of the divisors of n. 
.08 An)=(— 1)”, 7 (n) represents the total number of divisors of n. 


O9 k,(n)= +1, if n a perfect /th power ;=0 otherwise. 

.10 6(n), number of resolutions of n into two relatively prime 
factors. 

11 (n), numbers prime to 2, and not greater than n, Euler’s ゆー 
function. 


.12 e(n), unit, = +1 if n=1; =O for all other n. 
10. The generators of the above functions, together with the gener- 
ators of some compound functions will be put here. 





























O1 p(n) 1-2 02 fun)? 142 03 un) ーーー 
.04 u,(n) 2 .05 n*o,,.(n) > 
1— pt (pre) pe) 
1 1 
.06 Dee OG neo, = ーー 
een 1= pte nt (1 —p*z) (1—p#e) 
08 <(%) er 09 ne ay(n) = 
(ea è (1 —p*z) (1- pz) 
ir C5 PAPA 
A—zX1— pe) (1—pz)(1—p%) 
1 1 
SHARE 13 24(% Bi, 
ee n age 
1 1 
.14 A(n) ADL ne, ln ci 
i La aa (1—pz)(1—p*z) 
16 E,(n) 1 17 Z(n)a(n) = : 
— alt (1+-2) (1+-pz) 
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| 1+2 1 一 2 „ 
18 O(n) EEE 19 4(%)%) pr 
20 dn) aie 21 10M}? Ian 
1—p: 12% 
1—2 i ü 2 ler 
・22 ーー ーーーー 23 2(n)t(n’) „en 
ee toes Lu. (+e 
L 
24 en 1 .25 Am)t(n) 
(2) ) BE 
1+2 | 14 
.26 im’ eee 27 $T(n)} urn 
(2°) ロー が {r(n)} i 
.28 nt(n) eee .29 tn) Lois 
(1—pay (1-2) 
1 1+(2u—1} 
«30 ner — LN TNT : 
n*(n) ユー が (%)c(%”) ap 
32 qu”) ul mi. | 
Tee; 


II. Relations between functions in the rational realm. 


1. To illustrate the use of such a list, let us derive some relations 
among the functions there represented. Taking the generators from I, 10 
and proceeding as in I, 8, we obtain the following: relations. 
un: UW=F, UM=HT, Hh=, Ul (2)= 9, Or=(T"), UTHIUy, Upty=Fus 
20-40, du=zu, (2 の 9= ニ 5 (4 の % ニ 4  (7)(AA)=t, (Up Fu Uy Op Upps 


(26)7= E, UT, —U Gy; (UF 041) (UF +t) 13 (A= SUT = Ups 
Up Cop =Ul(UpFr), PIE, (u0)u=u9, 。 (UpzT)y=UpOu,  2ZT(d)A(d) 
ー ィ (%),  dr(o’)=LO(d)o(d), SH(d)=n, こむ (の = n, 2a), 
2do(d)= X0’a(d), ざ 6(@②)z(@)z(@⑦⑦) ニ タ <(9)c(@ *), Sdr(d) = Zôdo(d), 
Lde(d)(d)= No(d)o(0), … Zr(d*)0(0)= FH)”,  YG(A)o(9)=e(n), 
I6(ö)r(d*)= 20} Ad)}*, IA AK)=Uuln)=]1, Pats beet ts be) 


Sr(dy(d*), Sc(@")=t(n)c(n"), 27(d™*)o(d)= Sr(d)c(d*)d, 27(0°)d(d)= 
Sd6(d), S(d)r(0)z(0") = Xdz(O™), Zi0(d)} =r(n2"),  A(d)r(d’)oy(5)= 
の "<(0)4(9), Io„(d)b()=nou-ı(n), 2 て (の 7 の)g。(9) ニ タ の <(9)r(9") 
ゞ (の) Po(9) ニ の "<(9), og,( の ゆ (9) 三 2 の ょ -:(%) 三 200%: 

The above list, which contains some of the theorems occurring in 
Dickson, History of the Theory of Numbers, chapters V and X, com- 
prises only some of the many relations which come directly from such a 
list, and may without difficulty be extended further. 
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III. Numerical functions in the complex realm, % (7). 

1. We shall now consider the generalization of this method to the 
realrn 1 プー1 [Xk(i)], viz., to numbers of the form a+bi, where a and b 
are rational integers. As in the rational realm, R, a function /{p), where 
fis a number of the form a+, is called numerical, if for each value of 
is Jiu) takes a single definite value. We shall first determine, for this 
realm, the generators of certain numerical functions, suggested by the 
functions used in R, then from these derive relations between the func- 
tions. 

2. The method of determining the generator or associate of a given 
function is similar to that used in R and will be clear from an example. 
Let, as in À, d(u), where x is an integer of X(:), denote the number of 
integers in a complete residue system, mod 4, which are prime to w. 

Let pes - 72-73... z,r, be the prime resolution of 4, in which 
e=+1,+%, is a unit of the realm. Then, we have $(¢)=1, and d(2)= 
dam) + dar) dra) dar). 

Consider now the infinite product 


De] 


Tee 





ine Which. 7 ,(4—= 1, 2,3, 7... ) are all distinct primes of k(i), which can, as 
in It, be shown absolutely convergent for a suitably chosen |s|. In what 
follows, such an |s| is assamed. The general term in the expansion of 


(1) is: 
2) OG") … Pr) _ (の 


APR * 7 +... 277 a u 
Therefore 
(2) nr #00 wel), aa OCHE 2-0. 
Ti ンダ Td 7 


Since $(z“)=n[z%]—n[z%-"], in which, as usual, n[7] denotes the norm 


of 7, (2) becomes, after simplification : 


plie m | 
1l—n|7,|/z; 


1—1/zx* 


th fone die We |e 
We then say, as in = 


| is the generator of $(), and write 


it symbolically reel ZI (1). 
—n[r]/x 
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3. The whole symbolic notation as given in I, 4. for the rational 
realm, together with the definitions for units, reeiprocals, and compound 
functions, as given in I, 7., may be carried into the realm of complex 
numbers, (2), as follows: replace p by z, where 7 denotes a prime of 
k(i); 2 by €, where €=27-'; and n by 4 where y denotes any integer 
of k(i). As before, d, 9 denote the conjugate divisors of u 1er 
Hence we may write in conclusion in 2. 

1 一 て 1 一 て 
fs J b(n), and ーー ニー デー = mb. 
Note that in n[7], we drop the prefix 2, writing it for brevity [7], the 
[ ] denoting “norm of.” 

4, With this notation in /(:), let us find the infinite product which 
generates the function yt(), in which <(/) denotes the number of divi- 
sors of y. 

Let u=Îln;i, then (= //,(e,+ 1) 
and ut(2)= Ile + 1)7¢;. 

Consider the sum: 
14+ X7(e+1)e 
which for all values of the integer e>0, gives 
11970 +37 61470 +...... 
RE er 
(1-70) 
We may then write : 


fr I" (1), or 


5, The list of functions, generators and definitions given in L, 9., 





(U, T). 


and 10. applies to the realm k(t), if in each generator, p is replaced by z, 
and z by £, except in the case of the function he, for which we have 


R, Es F $(n), while in k(), a F ö(p). We may 





Ir 
if 

ya Sie Er le i 11 

e | PI 


6. From this list, we may derive relations among the functions in 
k(t), similar to the relations among analogous functions in A. Thus, 
taking the generators from I, 10, and making the substitutions given in 
5, we have: 


also add for this realm, | 


a 
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Rael た あお (/) and È : À Pulp). 
+ 








1ー[ ヶ に 
Then 
| Le ; Li | ~ ne]. 
I er UE ia Ter ァ に 
Therefore, we may write “dd lenta in k(t), while in R, we have 
Sd(d)=n. 
3 1 
Again, Seal P o() and da =| I" ul) 





and we may ite 2o(d)= Zôr(d) or cu=,7, which is the same relation 
as held in R. 

7. We thus see that the relations given in II. for integers in R, 
are true for integers of k(i), with the exception of those involving the 
b-lunction, since it’s generator in X(i) differs from the one in R. Thus, 
in À, *(@)o(d)=nz(n), while in k(i), we have, taking the generators 
from IL, 10: 

と 
fe rm i |= sie aS ee [Fra “10 
Lal (Or) 」 1-[z]p 1-70 
Hence, in k(t), 2'(0)o(d) = S[d]o. 


IV. Extension to the ideals of a realm. 


“1. Let us consider the generalization of this method for ideals, viz., 
for systems of integers, REDE の ‚of a realm, infinite in number, such 
that every linear combination of them, Afr + hf t+ ...., where À, d,...., 
are any integers of the realm, is an integer of the system. As usual, we 
shall denote an ideal by T= ( (4, ,.-..u.) where 4, {4,..../4 are the 
numbers of the realm defining the ideal, but far brevity shall write it 
simply m. We shall denote the norm of m by n[m]. Numerical functions 
will be used in the following sense: a function /im), where m is any 
ideal, is called numerical, if for each ideal m, /(m) takes a single definite 
value. 

Since we are concerned only with the results of formal addition and 
subtraction; ideal multiplication and division, and these together are 
abstractly identical with the four operations of any field, we may 


148 ECHO D. PEPPER: 


We shall 


first determine, for ideals, the generators of certain numerical functions 


generalize into ideals, the discussions given for R and k(2). 


analogous to the functions considered in the previous realms, and by 
use of these generators, derive relations among the functions. 

2, The method of determining the generators is the same as was 
Let, as usual, 
ゆ (m), where m is any ideal, denote the number of integers of the realm, 


used in À and k(t), as will be seen from an example. 


of a complete residue system, mod m, which are prime to m, viz., 


the number of integers in a reduced residue system, mod m. Let 
m=, . pz ....p,’r be the resolution of m into prime ideals, p,, py ... .Dys 
and $(m)=$(h%) « (pe)... (pr). 

pF fp) A i 
d(p,) are rational integers. Assume such an |s| in what follows. 


We have $(1)=1, where 
(1) represents the unit ideal, viz., it contains every integer of the realm, 
Consider now the infinite product : 
(1) QE uri P(b,) + PRI KA Te) 
in which p,@=1,2,3....) are all distinct prime ideals, which can be 
shown absolutely convergent for a suitably chosen |s|, since n[p,] and 
The general term of the expansion of (1) is: 
(pO (Bi)... 60m) _ dm) 


which is possible in one and only one way. 








nf pP; |“ b,]"2....n[p, 1% nm]? 
Therefore we have: 
4 Cp) (0) ip IRC Dash rere dam) 
(2) LES n[b:} È n[ p;] MP 1 Sui | 2 nfm] 


Since 





Ud i a ih A AR 
$⑪)=[]-1 $(19= a nei 


and #[b°]={x{p]}", we have from (2), after obvious reductions 


ee, 
1 ey (m) 
1 Ad] [dp] Bo Senn nim]? 
nl pi} 
We may then say as in R and k(t): 
fo ie 
APT Im ay np} 
Fe ts el “Een RL m and ——_—_________ > e 
ee ees Sona Fi 
nlp] nl py 
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3. The symbolic notation given in L, 4, for the rational realm, 
together with the definitions for units, reciprocals, and compound functions, 
given in I., 7., may be carried over into ideals, as follows: replace p by 
p, where p represents any prime ideal; let z=n[p]-‘; replace n by m, 
where m represents any ideal; and let dd denote conjugate divisors of 
m. ie. dö=m. We may then write the conclusion in 2. as follows: 


= I an ea OP O 
“noie ea, 

Note that in »[p], we drop the suffix n, as in k(t), and write it [bp], the 

| | denoting “norm of.” 

4, With this notation, let us find the infinite product which generates 
the function %(m)7(m), where Am) has the same meaning as in R, viz. 
A(m)=(—1)", where 7(m) denotes the total number of ideal divisor 
of m; and 7(m) denotes the number of divisors of m. 

Let m=//,p,, then A(m)=7(—1)", t(m)=77,(a,+1) 
and A(m)c(m) = I, (a@,+1)(—1)%. 

Consider the sum: 


14 2(—1)(e+le=1+ 2(a+1)(—2)', 


which for all values of the integer a > 0 gives 


eue 
(1+ が 
We may then write: 
1 
Se N een de ~ (Ar). 
a | Fe), and 09 


5. A list of certain functions, with their generators, analogous to 
the list given in I, 10 for R, may be given here for ideals. 








> (m) ar (mr(mP) = Ge 1 
u,(m) ; ー c(nt) CE 
ala] sr mr ーー 
(mt) 1-2 21m) 7 (m’) sn 
em) : Lun) Liz 
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a(n.) ae em FE 
im N alent leer 
A(m)6(m) SS Am) - n 

z(m*) sa (m) 1 
u(m=m si 


The function w(m) is the €-function for ideals, whose generator 








1 1 
or ———————- wLandau(') has shown to be absolutely con- 
1-2 di 
np] 
vergent. In the generator, à -, à notation which is in common 
— bz 
usage, no meaning of subtraction is to be ascribed to the — sign, since 


the result of the formal product of such terms, giving the ideal m, is all 
we are concerned with. 

6. From such a list, we may derive relations among the functions 
there represented, as follows. Taking the generators from 5, we have: 


A tm Sa 
logia = 








(dog) mel 
De | 1+ (2u—1)z 1 に | 1+(2u—1): 。 1 | 
(1-2) fl (1-2) (1-2) 


Hence we may write: 
2 ィ (の て (の /) u(ö)=Lr(d’*)r(ö), 
or since 4(0)=1 for all が , 
2 て (の nm) ニス ィ ( の 2) 09) 

Among the relations thus obtained, are: 

‚Ale, prow, Mau, Mur, Me 

p(m)=Zn[d]0(*), | 

6=u, (7), 


(1) Crelle Journal fiir Mathematik, Vol, 125-126. 
(?) A relation given by Landau in Orelle Journal fiir Mathematik, Vol. 125-126, p. 153. 
(3) Landau, Crelle, vol. 125-126, p. 157. 


ON MULTIPLICATIVE BND ENUMERATIVE PROPERTIES OF FUNCTIONS. 151 


SH) rm), SU(d)Ad)e(2) =u(m) 1, 
Std) =c(m)c(m*), 2(d)r(d')=A(m)r(m), 
yr(⑦)4(⑦ 三 <(m), マ ! 人 6917r(9) ニ タ c(@ ), 


ゞ 0⑳:(⑦x(⑦) ニ rc(⑦7 の 29(⑦ の = 

Sid =, {UA =AM ), 
SOA) = fe, x{r(d){22AAd)=(m), 
ゞ 9 の! の "= ニタ c( ず Yu), pay =e, (T= (Mes 9.m=(m’r 


7. The list given in 5 and 6 may easily be extended further, by 
noting that everything conceming rational integers that involves no 
other property than that of divisibility or enumeration may be carried 
over into ideals. 


V. Extension to polynomials with respect to a prime 
ideal modulus (and to a rational prime modulus.) 


1. Consider now this method applied to polynomials. The usual 
definition of divisibility of polynomials with respect to a prime ideal modulus 
will be used here, viz., a polynomial /(x) is divisible with respect to the 
modulus D (b any prime ideal) when there exists a polynomial #{x), 
such that 


Na) = ¥(@)$(2) mod p 

in which the coefficients in /(x), (x), $(#), are understood to be integers 
of any given realm. As usual, = means “identically congruent,” viz., 
if $,(x) = Y,(x) mod p, the corresponding coefficients in (x) and (e) 
are congruent, mod p. (x) and $(r) are considered divisors of f(x), 
mod p. Since the unique factorization theorem with respect to a prime 
ideal modulus is true for polynomials, we may generalize into polynowials 
the method of the preceeding sections for those relations which are 
concerned only with divisibility or enumeration. 

2, The entire discussion given in I, 4. and 7. may be carried into 
polynomials by a change of notation as follows: let p~* be Perle 
let n be fix), where f(x) represents any polynomial whose coefficients are 
integers of the realm; let d, à be $(x), Ze), where (x), V(x) represent 
conjugate divisors, mod p of f(z), viz, /(®) = p(æ)F(x) mod p. 

A corresponding change must also be made in the definitions of the 
numerical functions used in I, 9., thus a] f(@\], Mobius’ function, may be 
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defined here as —0 if fix) is divisible, mod p, by the square of any 
polynomial P(x), not a unit; — +1 if /{x) is the product, mod p, of an 
even number of prime polynomials; =—1 if f(x) is the product, mod 
p, of an odd number of prime polynomials. 

3. The list of generators given in I., 9., and the relations derived 
from them in II, may be transferred into polynomials by the change in 
notation given in 2., if we omit those functions which have no meaning 
here. 

4. The method will be clear from an example. Taking the gene- 
rators from J, 10, and making the changes indicated in 2., we have: 


[Oe | F (Loy LA") 
—¢) 





(1 
in which 7{[/{x)|r{ /{x)"] represents the number of divisors, mod pb, 
1 
[ae] Fui 
IH@p-DE 1 1 [ID 1 Te gay 
| ロー が a | (1-2) a qe! [A]. LA). 


Hence, we may write: 
ST) FR) Frida) “TT @)]- 
Again, we have: 


3 were, (tS) et, 


Ar i Rf 1-2 | FE ul fix)] - 


Hence, we may write: 


PAZ =u Aa)] . 
5. We shall consider it unnecessary to extend this list of theorems 
further, as it would be merely a duplication of the preceeding sections. 
It is evident, that what has been said here for polynomials divisible, 
mod p, p any prime ideal, would also refer to polynomials divisible, mod — 
p, p à prime of any realm. 














On Geometrical Construction by a Ruler of Finite 
Length and Compasses of Finite Aperture, 


by 
Moroya SHIBAYAMA, Tokyo. 


Steiner proved that all the problems of construction in Elementary 
Geometry can be solved by means of a ruler only, when a fixed circle 
is given. But the question: Is this theorem also true, even when the 
length of a ruler does not exceed some finite magnitude? is worthy to be 
considered. In the April Meeting of the Mathematical Institute at Sen- 
dai, 1918, I have shown that all the problems of construction in 
Elementary Geometry can be solved by using a ruler of a finite length 
and compasses of a finite aperture. Afterwards Mr. Yanagihara has 
shown that, with certain exceptions, it is sufficient to use a given fixed 
circle instead of compasses of a finite aperture, and then Mr. Kubota 
has filled the lack, and has shown that this is true in all cases without 





A 
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any exception(’). It may be of some interest to keep my result in 
record, which precedes the study of these gentlemen. 

Let the length of a ruler be 7, and the aperture of compasses not 
exceed the length 7. Then, in a circle of radius 7/2 and on its boundary, 
all the construction-problems in Euclid’s Elements can be applied 
without hindrance. Hence, it is sufficient for us to ascertain that any 
two points on a plane can be joined by means of the above described 
two instruments only. 

Let O and P be any two given points Draw any two straight 
lines OA and OB passing through O and perpendicular to each other, 
and construct the numbered set of squares, having the sides of length 
1/2, beginning from those by the origin as in the figure. After a finite 
number of operations, we can determine the square £ to which P 
belongs. 

Then, draw the straight line 00, bisecting the angle AOB, and 
next draw OC, bisecting the angle 400, and so on. By this process, 
we can find a straight line OC cutting the square S. Take any point 
on the part of this line within 8, and join P and Q. Now, let M. be 
the middle point of PQ, and M, be the middle point of M,Q, and so 
on, Next, let N, be the middle point of OQ, which is easily determined 
by our restricted instruments. Let N, be the middle point of N,Q, and 
so on. 

Thus we proceed until a pair of points M, and N,, both of which 
belong to 8, are attained. Join these two points, and draw the straight 
line parallel to the join and passing through -P. Then, this is the 
required straight line. 





(1) Yanagihara, On some methods of construction in Elementary Geometry, this 
Journal, vol. 16, 1919, pp. 48-49; Kubota, Notes in Elementary Geometry, in the same 
volume of this Journal, pp. 51-52. 


On a Sextic, 
by 
PANDIT OUDH UPADHYAYA, Calcutta, India. 


The equation x°—5r°+6x—1=0, which, writing therein +2 for x 
gives x°+2x°—2x—1=0, is considered by Hermites Cours d’Analyse, 
Paris 1873, page 12. This equation suggested to A. Cayley(') (as he 
himself says in the paper referred to) that there are two eubic equations 

(I) ®—-32+1=0; (II) +2 —-2%—1—0, 
for each of which roots A, B and C, taken in a proper order are such 
that 
2+A=Bb, 24 B=C? and 24+ C= 4, 
that is to say, these two cubic equations are such that their roots not 
only satisfy the cubic in question, but also additional three equations. 

The object of this paper is to generalize this problem; this paper 
is divided into two parts. In the first part, it is shown that the roots 
of the cubic equations 


—32+1=0, and 2’+a°—272—1=0 
satisfy many other conditions which were not noticed by A. Cayley. 


In the second part I show that there is an equation of the sixth 
degree 


a+ of — 5a* —4a3+ 62° + 3a—1=0, 
whose roots not only satisfy the sextic and exactly similar six additional 
equations, but, also many other conditions as well. 


I. 


The cubic a°?-+2°—2x—-1=0 has the roots a+a’, a’+a’ and a+, 
where a is an imaginary root of a’—1=0. Let the roots be repre- 
sented by A, C and B respectively, then 

A=a+a C=a'+a7,and Baar a. 

Now it is evident that 





(1) Messenger of Mathematics, Vol. XXII, 1893, pp. 69-71. 
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A°=2+C. 

Similarly the other two equations can be easily proved and these 
results were given by A. Cayley, though by a different method, but the 
following equations, satisfied by the roots, were not noticed by A. 
Cayley: 

A#=B+34:B=0+35, C=AESC 
Also AB=B+0, AU=A+B. 
Similarly many other equations can be found which are satisfied by the 
roots of the cubic ®+x—-2x=—1=0 and the same is true for the eubie 
a —32+1=0. 


II. 
The sextic 
+ of bra — 497 Ga oy 1=0 
is irreducible, in the sense that it cannot be expressed as the product 
of two factors or three factors of lower degree with rational coefficients ; 
but by adjunction, it can be broken up into the product of linear factors. 
Let «, 13th root of unity, be adjoined to it, then all its roots can be 


expressed in terms of a. 
Thus 


ee — Bat — 4a? + 627+ 382 —1=—0 
becomes 
(x—a—a”)(~—a? —a")(x—a'—a’)(x—a' —a’)(a— a —a")(a@— a’ —a’) =0 
or 
TG 40% aval ate aa rat oa a oe 
Let the roots be represented by A, B, C, D, E and F. Then 
A’ D BP —2 4.0.40 — oe 
D°=2+ E, E°=24.F, F°-=2+A4. 


Thus it is clear that all the roots satisfy six equations, exactly similar 
to A. Cayley’s. 


Also A=H+3A, B=F+3B. 
Sunilarly other four equations of this type may be determined. 
Again AB=E+ A. 


Similarly other five equations of this type may be determined. 
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Again A'=0+4B-+6. 
Similarly other five equations of this type can be determined. 
Again A=-D+5E+104. 


Similarly other five equations of this type can be easily determined. 
In the same way A’ equated to its value will determine another 
relations and there will be another five relations of the similar nature. 
Also ABO=F+A+E+D. 
Similarly other five equations of this type can be determined. 
Thus it is clear that the roots of the equation 


+ 2° —50°— 4x + 627+ 3a—1=0 
not only satisfy the equation in question but many other equatians as 
well. Here only 56 such equations have been considered, but the roots 


of this equation satisfy many other equations, which can be easily 
determined by the method indicated above. 


Cyclotomic Sexe-Section for the Prime GI, 
by 
Panpir OUDH UPapHyAYa, Culcutta, India. 


The problem of quin-qui-section has recently been solved by W. 
Barnside in the Proceedings of London Mathematical Society 14 (1915), 
though those formule were first given by L. J. Rogers. The object of 
this paper is to solve the problem of Sexe-Section for the prime 61. 
W. Burnside says, in his paper under the heading ‘ Cyclotomie quin- 
qui-section,” “I have carried the 9=7 so far as to assure myself that 
it is quite parallel with that of g=5. A set of three simultaneous 
Diophantine relations occur, but they are not sufficient to ensure that 
the equations expressing the products of the A’s form a consistent 
multiplication table.” In view of this fact stated by W. Burnside, it is 
believed that the problem of Sexe-Section for the prime 61 has not 
been considered by any previous writer. 

Let a be an imaginary root of the equation &—1—0, ie. a —1—0. 
Then 

a=1, or L+a+a+a +a ++ ---.+0°=0, (1) 

Now dividing all the 60 imaginary roots into six groups according 
to the following scheme, we can easily find the equation of the sixth 
degree, whose roots are A, B, C, D, E and F: 

ER ue ta +a + a + a” + a+ a+ a3 as ati, 
B=a'+a'+a%+a"+a+a+a%+a®%+d"+a®, 
TESTA La ar a La + a 4+ qi La + q+ a! = a®, 

の ニー の の 上 の 上 の 8 a 上 の 9 AT + a ad a, 
E=za" + as 4. rat rar rar, 
Pete ak a Hr + a + a + a + af + ot, 

It is evident that 

A+B+C+D+HE+F=a+a+ ++ a+ --.- +9 

The number of all combinations of the roots of the sextie taken 
two at a time is 。O, or 15; and corresponding to each combination, 
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there will be one multiplication ; hence there will be 15 multiplieations 
of the roots taken two at a time; the value of each is as follows:— 


(1) AB=3a" + 2a” +3a" + a" + 2a” + 2a + 2a" +a + 3a” + a +a” 
Ba I La Land +30 La 2a" 
La よび パート の の ro? 4 8a" 
SO OS a Ir BE OCT IP 2 の の a 2a 
Deo nor rar ba tou ba a LI + 2a°+ at 
= Oe 7 20-480. 

(2) AC=2a”+ a+ 2a® + 4a + a + a +2a +20” +a + 2a +4a® 
+ 40%4 Aa ra +a® + 2a" + a” +40” + 2a” +20 + a + 2a* 
ge oe od ea Pa + at 2a + 20° + da? 
eee om a + 4g 4+ de Latta” + 2a’ + 20° 
are a 4a a a 120. 

(3) AD =2a® +a + 20% + 2a” + a” +a + a + 2a + Qa”? + 2a™ + 2a” 
O PO Ed Oe ge Dog a a ta” 
ee eg ed Gea ie 20er oo 2a aa 2a 
19021 9077 9a 2a + 2a® 12a? + a” a + 2a” + 2a! + a 
79077 a+ 087204 08 + Qa" + 2a! + 2a" 120° + 2a? + の 十 の 
eG te Ad, tae” Hoo ed. 

(4) AE = 2a + 4a’-+ 2a + 2a” + 2a +a + a" + a+ 4a! + 9a? dat 
era Bar da Ir a" Ed + da + a 
a tor lata to +a +o da + at a + 2a” + 207 
+ du +908 + a7 + 20° + 2a + dat + 2a" + da +a za’ + a 
ea 2a 4s Ya? 4a? 0". 

(5) AF=20® + a® + 2a +a” + a + a + a + 2a® + 2a” + 8a" + 247 
ag Lat Lat1 a 4304 +a" +a” +20" a” +a"+2a” 
+20” + a+ 3a? + 2a* + 2a8 + 3a? + 8a + 3a” + 3a” + 2a” 
eon oP ge oo en ea to edo a ta oat 
ar a+ at at a" + Qa! -+ 8a + 2a? + 2a? + a+ a+ a + a° 
2a? ar 2a, 

(6) BO=a” + 8a” + a + 2a” + a + 8a + 3a" + a + a? + 24 + a 
ooo ge cOn sae Oot eae 4 sab a 
veep DL OB HE hoo eta EI + 2a a 


160 PANDIT OUDH UPADHYAYA: 


+ a+ 208 Dar at + 807 100 Br 
+ a +a" +2a + a + 2a" +a" +24! +a + +3a’ + 3a + ad 
+ 2a*+ a+ 3a° + a. 

(7) BD=a@” 42a” + oF 420% 1 9a 4 20% の 2 du SRO ee 
+ 2a + 2a® + 4a" + 2a8 +a” +a + 2a + 20 4 a +49 La 
+4a” + 4a” + 4a” + 4a” + a” + 40% + a + 2a” 4%” a’ ta” 
+ 2a% + 4a” + 2a" + 2a! +a + 2a8 + a + 4a” + a9 + 2a” + 20 
RE a N a a a: 

(8) BE=2a”+ 2a” + 20% + a” + 2a + 2a” +-2a + 2a? + 2a? Lad! + 9a 
+ a! + 2a*+ a + 2a® + 2a% + a + 2a + a? + 2a! + 2a + 2a” 
+20” + 2a + a® + a® + 2a* + 2a” + a” tal +a” La? 12a 
+ 207 + a + a” + 2a" + 2a” + Qa” + 2a + 2a” + a + 2a + a!” 
+ 2a + 2a! + alt + 2a + a? + 2a" + a + 20° + 2a8 + Qa? + 2a° 
+ 2a°+ a*+ 2a°+ 2a? + 2a. 

(9) BF =a® +a® 4 2a" + af + 4a® + a + 2a + 49° 12a + a8 +20! 
+a! + af + 2a + 2a” +a" + a® + 4a® + 4a” + 2a + 2a + a 
+ 40% + 2a” + 2a?! + 2a + 2a” + 4a8 + a? + 2a% + 2a + da 
+ Aa + a+ a” + 2a" + 2a +a +05 + 2a! + 08 + 2a! + dal! 
+- 2a" + a + 40°40? TI La Pa: 

(10) CD =2a” + a® + 20% + 8a + a +a” + 4% + 2a” +20? Lad! + 2990 
+380" + a+ 3a" + a” + a*+a*+a%+3a"%+42a"%+ a+ a+ 2a 
+ 2a” +30 + a + 2a* + 2a8 + a” + at +0” + a” + 2a® + 2a” 
+ a+ 8a + 2a + 2a? + a? + a7 + 2a? +3? + a84 al? + a+ gl! 
+8a*+ a +3a™ + 2a! + a + 2a° + 2a’ +.a7+a* + a®+ Bat + 2a 
+ a+ 2a. 
| (11) CE = 40 + a + AG 000$ +51 08 4g ae 
+20 + 2a" + a+ 2a” + 4a" +a” +a8 + a” + 2a + 205 +4a* 
+ a +20” + 2a! + 2a?” + 2a? +a°-+4a” + 2a” + 2a" + a+ a 
+a" + 4a” + 2a” + a8 + 2a" + 2a! + 2a" + a! +90 + 40° ra? 
+ a+ a+ 2a'+ 4a? + a? + 4a. . 
(12) CF=a” + 2a” + a® + 2a" + 20% + 2a + 2a + a + a + Daft + a” 
+21 + 20° + 2a + 20° + 20° + 2a" + 20% + 2a? + a! + 2a” 
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+2a°+ a*+a™ +20” +2a® + a La + 2a? + 2a} + 2a +2a? 
+@ +a” + 2a + 2a” + a +a + 2%? 422! +a + 2a" + 2q'8 
+ 2a" + 2a + 2a” + 2a + 245 + 2a? ait 4 2a! +@ +a + 2a 
+ 2a°+ 2a°+ 2a‘+ a+ 20° + a. 

(13) DE=a”+ 2a” + a + a + 20° + 2a +20 + 8a + a? +a! + 3a” 
+a" +24! + a” + 2a +006 +a! + 2a” +a? +a! +29! + 94% 
+3a*+ 3a” + a+ a+ a+ 8a + a + a +a” +a%+3a a” 
+a” +a” + 3a" +303 + 2a” + 2a” + a® La 4248 +47 + 2q' 
+ 2a®+ a" + 2a +a? +3a"+ a+ a? + 8a8 + 2a7 + 2a! + 2a°+ a! 
a +-20'-+ a. « 

(14) DF'=2a”+ 4a” + 2a” + a" +a 4.40% + dat + 2a” + 2a” + 2a + u 

+a°+a"+a%+a%+ 4a8 La + at 4a + a” + 2a” + 24 
+ a + 2a + 2a + 2a” + 247 + a? + 2a +20” +0? +-4a? + 2a” 
+a"+ da +a + a+ a+ a+ +20 + 2a +20 +4 4a? 
+a°+a'+2a° +4a? + 2a. 

(15) EF =a%+a"+ a" +24" + Ba + a +a” +a +20 + a 4 a + 298 
+30” +20 + 3a + 3a” + Qu + a + 2a” +a" + a+ 3a” + a? 
+a” +20” + 2a® + a + a + 2a? 4-23 2a” + 2a” + @ + a? 
+ 2a” + 2a” + a” + a? 4 8a? za} +a” + 2a" +a° + 2g!” Hate 
+ 8a? +20" + 38a°+ 24° + a4 +20” +49 + a-+a'+a’+3a°+ 2a' 
a Ed LG. 

Adding all these together, we get 
LAB=25(a+a2+ a+ +... -a0)= — 95, 
Similarly we can calculate S'ABC; but in order to save s pace only 
two of the multlplications will be given. 

(1) ABC= 10 + 19a + 16a° + 19a? + 13a! + 190% + 160° + 160° + 1648 
+ 19a° + 16a” + 164! + 18a" + 1945 + 184! + 190° + 194: 
+ 16a" + 160° + 13a + 19a” + 164? + 19a” + 160% + 164% 
+ 13a” + 16a” + 194” + 164% + 16a” + 160% + 164%” + 16a” 
ÆlGa 2 190” + 16a” + 13a% + 16a” + 160% + 194? + L6a” 
+ 19a" + 18a" + 16@* + 164! + 194" + 19a + 13a” + 194 
+ 130” + 16a” + 160% + 19a? + 164 + 160! + 164° + 19456 
+ 18a” + 19a® + 164” + 194%, 


162 EANDTT OUDH UPADHYAYA: CYCLOTOMIC SEXE-SECTION. 


(2) DEF=10 + 16a + 19a? + 16a° + 16a‘ + 160° + 19a° + 19a’ + 19a° 
+ 160° + 130" + 19a" + 16a" + 16a" + 164% + L6a EU CEE 
+184" + 1905 + 16a” + 16a” + 190% + 16a" 4190" 21 
+ 16a? + 13% + 160” -+ 19a* + 13a” + 134% Latini 
+ 1908 + 16a* + 130” + 160” + 190 + 190" Io 2 loge 
+ 16a" + 16a" + 19a° + 13a + 16a® + 16a" +1607 be 
+ 16a” + 19a” + 18a" + 16a” + 19a + 19a’ + 19a” + 16a” 
+ 16a" + 160% + 19a” + 16a”. 
Calculating all the terms of the similar types (their number is O, 
i. e. 20) and adding, we get | 
S'ABC =320 + 328(a + a+ a +a'+-++++a")=—8. 
Similarly È 
XABCD=2580+24157(a+a"+a'+@"+ + er} 
In the same way 
YABCDE=10020+ 9833(a+a7+a+a'+-+--+a")=186 
ABCDEF=16420+16398(a+@°+@°+a"+ +++ 4 a?) = 27. 
Therefore the sextic is: 
40 — 25% + 82 + 12327 — 187x + 27=0. 
Every root of this equation may be expressed as a rational integral 
function of any one assigned root and therelore this is an Abelian equation 
which can be solved by radicals. 


に 


Second paper on Tautochronous Motion, 
by 
PANprm OUDH UPADHYAYA, Calcuta, India 


In a previous paper published in this Journal, vol. (1922) pp. 32- 
36, I considered the general problem of tautochronous motion and gave 
the general rule for every curve whose expression for the arc can be 
integrated in a finite number of terms. I showed in that paper that 
there are one-fold infinity of solutions for the problem in question. If, 
however, the forces are taken to be at right angles to each other and 
one of them is supposed to be zero, problem becomes very easy and is 
solved at once. 

The-object of this paper is to apply the general rule to) some well 
known particular cases and it is believed that these have not been considered 
by any previous writer with the help of this method. 


Case I. Circle. 


A particle is made to describe a circle #+y’=a@ under the action 


af 
of attraction varying as a sin 一 from the axis of x and perpendicular 
y の 
to it. Prove that the curve is a tautochrone for this law of force. 


In the circle 











bap An COR 
a de y 
According to the question 
fy ose ー1 2 
on — sin ae, and Lier 
の だ Y の dt 
Therefore 
ds’ _ da’ dx | dy’ dy _ nk 
di BER BIER ルコ 
ds? f 
or ae 
dt’ a 


Therefore this is a tautochronous motion. 


164 PANDIT OUDH UPADHYAYA: TAUTOCHRONOUS MOTION. 


Case II. A cubic curve ッ ニ "8. 


A particle is made to describe a curve y=2'/3 under the action of an 
attraction which varies as (1424) from the axis of + and is perpendicular 
to it. Then the curve is a tautochrone for the law of force. 


Case III. ヶ 三 log sin x. 


A particle is made to describe a logarithmic curve whose equation 
is y=logsinz, under the action of a force which varies directly as 


16, hd e . 
log (tan =) x coseca and perpendicular to it. Then the curve is a 
tautochrone for this law of force. 
4 
Case IV. Logarithmic curve y=bee. 


A particle is made to describe a logarithmic curve under the attraction, 








. . Ch 2/* 7 う 9 . 
which varies as レダ ユダ Se logi [A Cade IR), | from the axis 
Te oO 
of y and is perpendicular to it. Then the curve is a tautochrone for this 
law of force. 





On the Integral Ja" sin" dx, 


with an Appendix on its Application to a Theory of 
Approximation of a Funciion, 


by 
TSURUICHI HAYASHI, Sendai. 


In the Nieuw Archief voor Wiskunde, tweede reeks, deel 13, 1920, 
p. 324, I have dealt with the evaluation of such integrals in which n is 
a positive integer and m is a positive number, but not necessarily an in- 
teger, under the supposition that 
when n is odd: 0<m<n+1, 
when n is even: nent], 
in order that the integral is convergent. Prof. J. C. Kluyver, Editor 
of the Nieuw Archief, has kindly informed me that another method of 
evaluation leads to a result of a rather simple form in the special case 
that m is an integer and that n— m is even. 
His results are: 
Putting 





a 1357... (2k-1) の 
2 2.4.6.8 - - - 2% | 


ェ ー 2 ん 
| ーー de= A(k), 
の 


0 








の 


+ ok FL 
IS 16 dx ack Alk a là を I Alk), 


> 
HP 





5 


sin?*+!x 5 | i 
ee hoe Ae Am = Al), 
il dor Alk 2) AR + Al) 


© 
sin 
a € do=A(k-1), 
2 
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fr A 2) — = Ak—1), 
x € 


0 





に ci fall ip RAC Ah 2) + (he — 1), 
a 


è n eo Ta un Lore lu ne © 6. bo © 9. da 00: è è tale ts ls OB 6S 4B e cd 


Now I will give a general rule to obtain the numerical coefticients 
of the functions A’s. 
First of all, let me evaluate 


P ct 2k +} saint 
sin * tg, si 
if Eee, and f a D dx. 
の a? 
Vv 


0 





By the well known formula, 


2%(—1)"sin!+g = 1% )sin(2k-+ 1— 2r)e. 


Hence immediately 


ae ip oi Le 1)" LES a 


By the also well known addition-theorem of binomial coefticients, 


III 


Putting m= —J1, 


に が Cs た 0-G1⑲-⑳+…+(ーD 


Sl) 


Hence 


Therefore 





/ Rn EG Tr DDO Bee 
x 9 924.6.8…- 


0 


Next, by integration by parts 


a ao 
* 2k 
sina ne 2 
| Or Î sin**ed(a~*) 
0 


x? 
0 
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| sine 


3 "D sin *x 
+ fl da 


XL 





we 
Oo 


ales の 
a ee, 


20 
where D stands for — Now by the well known formula 
x 
2-(—1)'sin® x = x- dc "eos 2 (kr) x; 


whence 


2*-!(-1)'Dsin*0=—3(-1) (7). (kr) sin 2 (あー ケル 
r=0 


= ー 3(- yi DI AH — r)sin Ak—r)e. 





Hence 
2 si sine gr _ S(—1 Li fe 4? (k—r) < 3 
XL *=( 
2k : (2k 
[aaa] 
But 
2h t-1/2k—1 
rl) 
and 
Se Di be 2 — (es i 
r= 
= Hi Dia | 
%- Pe —2 
Pret af Sn: 
Therefere 


fin” TOR eh 2 ON ze 
fete au) ET), 
0 

(2k—2)! = 


ーー ザイ are FU i TE 
(&-1)!! 2 
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and therefore 








gu. [Sin 7 13-57: (2k-3) 7 


2 








の MI (LT) 2 
0 
sin? ie 
106. e OR Le BAR Cae!) = A(k—1). 
の WORT 
0 
Now I proceed to evaluate the integrals 
2 たよ 1 saio 
f SN and f ae 
geht) mr 
0 
By a formula in my preceding paper above cited and already 
published 


œ 


Be He | i) ie sin", 
x get (m— 1)(m—2) can eens (m—s) Mm—s 


0 











where s<m. 


Firstly, put 
:=:2k+1, m=2u+1 and s=2u. 
Then 


の 


00 D 
sin°*+9 1 D? sin**'x 
a dx tr = dx. 


get +1 i (21) | x 
0 








0 


Secondly, put 
n=2k, m=2p and s=2u—2. 


Then 


SO oo 
sin”x i * D* sin 
の (2u—1)! , x 
0) 0 


Therefore if we have a method to express 
D sin?* ta À 


in odd powers of sine, and to express 





dS eine 
in even powers of sin æ we can express the said integrals in terms of 
the functions A’s. 
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Now 
D’sin"x=n(n—1) sin” x —n’sin”r, 
and 
D'sin"*%= n(n —1)(n—2)(n —8)sin" "x 
—»(n—1){n?+ (n—2) isin" "a+ n'sin"r. 
‘ Hence assume that 
D’*sin’c= N, ‚sin”c+ N, sin" "e+ ----+ N, Sin" >a, 


in which the coefficients N, , are functions of n, 4 and 7, and differen- 
tiate the equation twice with respect to x. Then by comparison of coef- 
ficients we get the recurrence-formula 


Ny1=—- (Rn —2)N,„ı+n(n—1)N,. 9, 
パレ ュ ュ ーー(% 一 4) 。 十 (2 一 2)(%ー 3) Nua, 


Nu sr ニー(% 一 2 の pp + (n— 24 2)(n—2u4+ I) Ny wars 
Ny ates (n—2u4)(n -2u—1)N,.. 
By the first of these formulae, 
Nis=(-r)". 


Then we can get successively N.,, Na»: from the other formulae, 
and get lastly 


N,„=nn—1)(n—2):--- (n-22—2). 


This having been effected, we have the final results 


sin "tly Li 
[ dx 


ge +1 (2) ! 


{Nu oA(k) + Na Ak-1)+ + NL Ak—1)}, 
8 
where N,, are functions of 2k+1, 4 and r; and 


の 


Site 3. 1 | ae 
| gy da= Dein {Nu „Alk テキ 1) et Ne Alk y+ 





+Nu-i,w-14(k—/) i, 


where N,, are functions of 2%, 4 and r. 


February 1921. 
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Appendix. 


Prof. de la Vallée-Poussin proves in his Leçons sur l’approximation 
des fonctions d’une variable réelle, 1919, p. 45, the theorem that if a 
function satisfies a Lipschitz condition it can be represented by a 
trigonometric sum of order n with a maximum error not exceeding 
Aw(1/n), where A is an absolute constant, and «(0) is the so-called modulus 
of continuity of the function, and he calculates a rough approximation of 
the constant A, as to be 


co 


・ 4 
Azle oA < ュー <3, 
de Bici 7 
0 
In the Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 28, 1922, 

pp. 59-61, we find a review of the Lecons by Porof. Dunham 
Jackson, who writes on p. 61 that the relation 

je 2) mu | 
[FS di=log 2 


9 
う 





0 
is useful for the exact calculation of the constant and adds in the foot- 


note on the same page that “I do not remember seeing a proof of this 
relation in print; T am personally indebted for various demonstrations of 
it to Messrs. Gronwall, Landau, M. Riesz and I. Schur. But 
the relation is printed already in the famous work of Bierens de Haan, 
Nouvelles tables d’intégrales définies, 1867, Table 156. My demonstration 
of a more general relation is already printed in the Nieuw Archief voor 
Wiskunde, tweede reeks, deel 13, p. 330. Formula [D] gives the value 
of the integral : 

sin" dt 


1 > 
LI 


0) 





when n is an even positive integer and m is an odd positive integer. 
Partieularizing this formula by putting n=4, m=3 we easily find the 
said relation. 


May 1922. | Dar 





Projective and Correlative Applicabilities of Two Surfaces, 
by 
TSURUSABURO Takasu, Sendai. 


Recently Prof. Fubini in Torino published a very elegant essay 
entitled Applicabilità proieltiva di due superficie(') and Cartan(*) made 
a further study on the same topic. In this paper, following Fubini's 
example, though his condition seems to be of much limited a nature for 
applications, I will found up a condition for correlative applicability and 
then another condition for projective applicability of two surfaces(*). The 
concept of the reduced dual relative total curvature will thereby play an 
important röle(*). I have neglected the notion of geometrical applicability 
of Fubini(?). 


$1 Two Fundamental Cubic Forms. 














1. Notation. 
X=y,, Y=y,, グミ, W=y=-aX-yY-:Z, XL+Y°+2°=1. 
Yi=Yi (U,V), i=1, 2, 3, 4. 
C1. ta. 29, 2; 
De eng = 2 EL ’ fe 2 Ji ’ asp ve Hi ’ 
du dv ou’ Ouov Ov" 
3 3 5 1 
di TY: 9 b,= の È Ge VAR Di TU i 
Ou 〇 の の の の の の ^ ov 


J,=(ypqd’y)=(y, d, a, x du + 2jdudv + tdv’), 
gs=(yPady)=(Y d, a, 8[rdud?ut f(dud’v + d’udv) + tdud’v]) 

+ (y, 2, 9, [adu*+ 86du’ dv + 3cdu dv + ddu |). 
DT (Uv); t= 1, 2,974 


(1) Guido Fubini, Applicabilità proiettiva di due superficie, Rend. d. Cire. Mat. d. 
Palermo, 41 (1916). 

(2) Cartan, Sur la déformation projective des surfaces, Annales scientifiques de - 
l'École normale supérieure. 3° série, Tome 37, N°9 (1920), p. 259. 

(5) The noneuclidean case may be treated almost similarly. 

(4) Takasu, Differential Geometry of Surfaces in Euclidean Plane-space. The 
Science Reports of the Tôhoku Imperial University, vol. IT, No. 5 (1922), p. 411. 

(5) See Art. 8. 
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oY, ‚etc, R,= OL ‚ee, = LO 
Ou d 
P,=(YPOdY), G;=(YPOR Y), ete.. 


Fubini introduced the following notation: 








i > 


X,=% Ey, %=% sel 


= 2, (U, v), = 14 2062, 




















a » i= ia! ’ = ER 9 EL A Ci 
cu Cv du: dudv Ov’ 
oe. TOP eg 6 ene 
(xpqr) =( par), ete.. 
f2=(2pq d'a), 
=(a, p,q, rdu’+2sdudv+tdv’), 
= (xpq d'a), 
=(2, p,q, 3[rdud’u + s(dud’v + @udv) +tdvd’v]) 
+(a, p,q, [edu'+ 33du' dv +3 7dudv + 0dv|). 
X,=X,(w v). 
r 22 3 
P,= cd etc, L,;= a: ‚ete, A,= IX , etc. 
cu‘ Ou’ 





QU 
D,=(XPQd'X) 
F,=(XPQd'X), ete.. 


9, A correlation : 
Yi 20 Ce 
È 


(du As, の 35 a.4)=D. 


(i) (ypqr)=D. (par), 
(ii) =D. の 5 ぅ 
(iii) gs= D. f; 


de: = (x, dp, の rdu’+ 2sdu dv +tdv’) 
+ (x, p, da, rdu' + ?sdudv+tdv) 
+ (x, p,q, 2[rdu du +s(dud'v +d’vdu) +tdvd’v]) 
+ (x, p,q, a du'+33du° dv +37 du dv +0 dv). 
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If we put 
g:3=3dg,—2f, 's=3d 2 — 293, 
we have 
(iv) Dies 


A collineation : 


ms by Xe; 
Te, Yi ーー Day ur A ° 
な 


(du の 。 033 Ogg) = di 


(v) (epgr)=4.(XPOR), (ypaı)=4(YPOR), 
(vi) Ue の, Pr — 4. の , 
(vii) pda = 4. OF, 


3. If L=L (u,v) be an arbitrary function of u,v, and put Lo, LA, 

Lé,, Lg, for ©, fs, の) の respectively, then we have 
8d (Ly,) —2L/; and 8d (L. b;)—2L. gs 
in place of 
の 』 and の 。 

respectively. 

N.B. Both ¢,=0 and ¢,=0 are the differential equations of asymp- 
totic lines. Thus by collineations as well as by correlations, the asymptotic 
lines are preserved. 


4, If o=po(u,v) and if we put 


66 っ 


G)  [el=p' es i) [=p 9 
(ii) [dp,]=4e'doe,+ の の の 。。 (ii) [dd,]=40do#,+ o' dys, 
Gi) LAl=p" +30" e.de, (ii) [gl =p'gst Brady, 

(iv) [|[@] ニ / 0+6(0°d0)0.. (iv) [ds] P'da+ 6(e%dp) dr. 


N.B. Asymptotic lines are preserved by the substitution y//oy or 
x/|px. 

5. = UD), DC Ue). 

ao cu „au cu, 0.10% ou 0%, ov 


= — +, — ーー ニー , ete. 
OO の Ou au e ov Ov 
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(i) pa an, 0 =e be 
(ii) fia 。 di) a rn 5 
(iii) acm . (ili) i= Oe 


Proof. dol == (xp'a d'x), 











Auf (< Ox Cu 83 ORT CUM tone ol Ox Ov : da) 
i > E REI >= SN の TRIER TD 
Ou Ou dv Wu Ou Cv Ov Cv! 

















TO TT PAR 
Le & 0 
~(x p qd’) cu Ou 
| へ 2 
0 au の の 0 
CH | SGU, 
| O 0 0 i 
FRAUEN, 
Oui, di 
Similarly do == _9(% 9) か 


O(u', の ) 
(ii) and (iii) may be proved similarly. 


N.B. Asymptotic lines are preserved by the transformation v =u(u', 0"), 
Vv =V(USDO: 


6. 
A) [g:]=8[d0.]-2[A], (I) [Y3]=3[49.]— 293]; 
—=0'9, +6 の の Pes: = "y + 6 の の o の 。. 
Put du=Ë, dv=p. 


Problem. If we fix the point (plane) (u,v) on the surface (ZI 
the righthand side of (I), which contains the indeterminate parts 


Oo 


Î 
9 
Qu cv 


dp 
05 eee 





represents a linear system of binary cubic forms. It is required to in- 
dividualize one of them by a purely projective method, considering (7, 7): 
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as homogeneous coordinates on a one-dimensional primitive form( ! ). 
Solution. Let the cubic forms whose Hessian is 
(1) d,=D, & +25. の “Dog N° 
be 
| | F=af +057 ++ dy, 
whose Hessian is 


) 
' 


Bat+bn bi-+en 
(2) | 


Identifying (1) with (2), we have 


b2--cn Sdn+cs 


Ba Be Ban 
3c 
Sad —be=2b,.,> 5 x 
3bd — e = | „date 
er 3b 


Substituting in ? and multiplying by 3abc, we have 
l(b, +0)2+48b'c 27 + 8b Er + c(by +e’) 7’. 
Put b=y, c=/, then F becomes 


Dat EEF BUS EN + On +h) 9. 


Now 
Jad —be= (b+ lb» +¢°)/be—be= 2b... 
Therefore 
bi by + Don +e by = 20s be, 
1.e. 
Dis ba: +P Oy + À by = 20 AY, 
whence i 


(bi + = À (2 a Abu)lbe, 
( あ 。 十 〆) ニ pg(26。 42ー uba)/bu- 
Therefore J’ is 
212, pt — AD yx) OG + Bur REY +3pR En? + ye (QD À — ps De) da 9? 
= ul bb, (2b ba) © +3 (UE +877) bu Daz + Dao (Duo À — eb) 7°]. 
Therefore 
K—b22 430 bu Ef? + De By 7°) + Mu dar F430, by Eg — 02 7°) =0. 


e Ose Oe a ee a — —— 
(1) This problem has already been solved by Fubini for the lefthand side. Here 


we have to treat the righthand side. The processes are parallel. 
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Now the system of forms (I) is of the type 
(1) (Bi È +33 $29 + Abm EN Bu à 7°) 
+ (hE +437)(db E + 2b,, 7 + by, 7°), 
where Zs are variable parameters. 
In order that one of the forms (I’) may belong to this system, must 
birth bu -1b2+2Qud, be, 
Bayt k Do —ub3+22b,.D,, 
Dust 2h Da + K by = Bebbo, 
BD ny + h Dy + 2K By =BADy bys, 
where h=hJjh,,  W=hsfh,. 


Substituting the values of ん 4 from the last two into the first two, 
we have 





Bere = 2b,» bio — Di Dia Vin by. 
4 bi badi 
4 bi, by» — di 


which determine our forms 


ーー 


の 十 ( な 十 ) の 。 | a+ (RE + ky)g!, 
completely except a factor. 


7. Now let us transform the cubie forms just obtained. 


2=(y pq d'y), 


Cy; 


4 Oy; 
Cy — dy + Ot - dv’, etc. 
1 au’ Oudv 


の の, 
dudy + — 9 
Ov" 


Therefore 








le Oy oy I) e+3 (7 Oy. au 20% 1) dudv 





cu cv du du dv Oudv 
Oy Oy Oy ) a 
+(y Qu Bo) 


Therefore 
214= Ddu +2D'dudv + D’'dv’= Srd?y. 
の 三 (》 pq dy), 


er 
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Therefore 
Kern 


Therefore 


3d(4./7) —29,/d=3d( Dau’? +2D'dudv + D" dv’) —2Sad°y, 























(GIP as ya 
QU u 

49( 42 — 230.3 Vaud 

+(3 = Br = ) ae’ 


+ 6(D = de 3) du du 
Ou’ 


eno 
+6(D'—3 oor 
i ol) 


Ica dv + du d°v) 
7 の の 


+6(D"- 32 \dv de, 
\ ev 























where 
D=2x Di ; '— N レ oy 9 pi Sv 7 
cur Cudv Cv 
Put 

D,=3 N EEE, 

cu Cu’ 
rae a 

ov cu の "Oo 

ie par gr DU a 

ou dv Oude’ 
ns / 3 
DE 28% TY 1 

Ov Cv? 


then we have 
82] 4) — 293] A= D, du +-3D, du” dv 


= (h,. 


+3D," du do+3D,/' dudv’+ D,' dv’, 
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Now let us prove that 




















D,= 2513-2 43)'D, 
Ou 
D = oD Na (21 "グー { ソー 217 カ Le ) 1 BL 
° ©u 5 ù 5 
EN: 7/ 
Di = 12 ale! 12}D', 
の 
| Dy! = 22 9422)'D—asa2y'D", 
Ov 
D)= Da si SU 
it Out? 
OD _'y: Ox, O'Y ur OY; 
Ou ie Ou eu a=t Ou! 
ey a OU oy, t= 1, 2,8 
u cu の 
Therefore | 
や oO Yi — 11 "Se Cy, Ox, 中 NR Toy On, ed DL, 
i du Cw | a1 OU? OU 。 t=1 Ov Ou i=l 
i Aken irs ee 
i=4 8 
Therefore ご IDE i 





A ni 3 
Therefore De DEE 23 te 





: OD) Or a ee RON 
Again nn dI ee 
: Ov ist Ov WU ic COo 





i=4 ok 
i Yi 
IRE 
D zT, x 
(=1 CU9V 
DL i; eee | Sg) > SE CMP 





Ou i= Cu u i1 un 
OY; eh! Dre 
ALTER 9 Yi PONT M FY 
Budo) Le PR 
y Où d'y 
i=1 Qu  OuOv 














— (1 
nt 


2 SOM On; 上 (1 9 03 Oy, 9%; igs Y; OY; 
er Ou Cu |? ‘in Ov Cu ei 
= {D ppp" 
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Therefore 
oD! ーー 512 7 の 一 15 の > | TY; 
ou ol a i du dv 
pe OD 49 OD oi DU 
ov cu il 2 oUv 
=P _ ajay p_aisey py 
Cv 


Similarly for the other two. 
Now our form is 


Pat (hi + k5)h]1= (D, du +3D, du dv - 8D, dude + D,!’ dv’) 
+(hdu+kdv)(Dduw +2D' dudv + D" dv’), 
AT6ESITSO AO SH + by 7°) 

+ (AE + U69)(Oy 24+ De 29 +b n°), 
where | 
fa D dn — Du Dr den Dag 
4 D; On — db} 
PEU es Oy OR CRY By, Dan 

DD — DR. DI DE 

| ーー an Din 

sh SPE 


nn 
CU 





— 21? }/D! —25 EL] 


ー の [ーー9( 中 の 2 中 の 1 
Ou 


== DD" DY) $248" + (DD =D") 


==| 9 log(DD''— D") ieee log; 9 log (ES F°) 


SD pia Day 
du QU 


since | 
| | © log 1 
Live FS eda, 
Bun > 
Sate カリー Di 


EERE ayy) | A 
Qu 


| 
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Hence 
3 9 の logw 


h=— 
4 QU 





where & the reduced dual total relative curvature(*). Similarly, we 
have 


Fubini has shown(*) that 
gt (hs +ky) ¢./4 
=(D, du +3D,du dv+3D," dudv’+ D," dv‘) 
+(45+ky)(Ddu +2D' dudv + D' dv’), 
where 


oD | 
D,= —2i11};D—-2i11}D", 

















QU i 
D.= oD SOT) Tat: ! 51 / ie a TE 
MEET RDS DEN Ore a 
DD BSD" 
の リー oD" 2912 TREIA 
Ov la 2) 
no 8 Blog 
4 Chi ; 
_3 oe log 
4 dv 


K being the total curvature. 


$2. Vicinities of the First or Second Order. 


8. Fubini distinguished analytical vicinity from geometrical vicinity 
and so analytical contact from geometrical contact. But as Cartan has 
indicated(*), it seems to be of rather artificial a nature. 


en ee ee SS ee 
(1) See Takasu, Differential Geometry of Surfaces in Euclidean Plane-space, L The 


Science Reports of the Töhoku Imperial University, I. Series, vol. II. (1922), p. 411. 
(2) Loc. cit. 
( 3) Loc. cit. 
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Since the following theorems hold, of which the former was proved by 
Fubini(') and the latter is provable similarly, such à distinction will 
no doubt be unnecessary at least for the present purpose — 

1°, 2°. If two surfaces are geometrically applicable to the second 
order by means of a collineation (correlation), they are also analytically 
applicable. 

9. Definition. S and X are two surfaces, whose points (planes) are 
in one-to-one correspondence in such a way that the ae points 
(planes) have the same coordinates u, v. We say that S and N have u 
common vicinity of n-th order (n=1,2) at the point A (on the plane a), 
when A(a) belongs to both surfaces and the differentials of orders not 
higher than » of the coordinates (x) (or (y)) are at A (on a) equal for 
the two surfaces. 

10. First let us study about two curves 7 and J" in one-to-one cor- 
respondence defined by the following equations 


72%, =a, (b), | 7 : y=yilb), 
の ルー ニシ (OL Ir, it), 
i=l, 2, 3, 4. | i=1, 2, 3, 4. 


In order that the two curves may have a common corresponding point 
A (plane a), we must have for a certain value cf 7 


(I) ex, ーー の | (1) Gil DITES MCE) 
where 
30, [24 etc. | Y=Yyılys etc.. 

In order that the two curves may have a contact of the first order 
at À (on de we must have 
CO LA 8, il ee 

There will take place a contact of the second order, when at A (on 
a) we have 


ieee リー 2,3: le ya. 24.9, 
11. Consider now two surfaces 
DIT -T,(üsr), S:%=Y(u ©), 
IK = X,(u; 0), 2 (01) 
11,23, peal ao: 





(1) Los; eit. 
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having a common corresponding point A (tangent plane a), such that for 
‚the corresponding: values of «, v, the relation 


AE = i=l, 2, 3 
holds. 


(D, = te 


In order that each pair of corres ponding curves 


u=u(t), 


v=v(t) 


of 8, 2 may have contact of the first order, must 


(II). 2/=X/, i=1 2, 3, 


(IT) Fat, b 2, 3, 


that is, in order that 6, N may have a common element, must 


(I) 
se a! E の A u ae BR v!, 
jo LAS 
at À, 
1.e. 
_ (IV) Ode 


BR I a. 





on «, 


(IIT) 
Giu ul + Gio v'= Fe U + Ya の 
Tale 
Yin In 
IV 
; RE 7.3, i=1, 2, 3. 


In order that each pair of corresponding curves of 8, ¥ may have a 


contact of the second order, must 


x, x 
3 


— 
— 








cu’ au’? 
2= 277 
(Ve OX let 





OuOv OuOv | 
oz, DEN: 





ou" ov" 
12. 

(VI 
[x =AX,, 

p=AP,+mX,), 

4=/(Q; +nX,), 

r,=4(R,+2mP,+aX,), 

s:=/(8;-+mQ;+nP;+bX,), 

t=/(T, + 2nQ; +cX,), 

















OU eS 
Ow Our” 
7; a 
V CO Dies =, 13 a di 
rin 
Ce PARO 
Où cv 
(VI) 
MAN) 


pb AR, tal), 
Œ=A(Q;+nY;), 
r=2(R,+2mP,+a%;), 

{= 7(S+mQ+nB,+0Y), 
t =A(3,+2nQ,+cY,), 
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where where 
A=x,JX,, A=y[V, 
m=p,/e,— P./X,, m=Pi/ys— B,/ Yi, 
n=,/x,— Q,/ X,, n= Qfy Dj Yi, 
a=1,/x,—R /X,—2mP,/X,, a=t/y- Rs/ Y,—2mP,/ Y,, 
b=8,/%,—8,/X,—nP,/X,—mQ,/X,, b=h4/y¥.—S4/Y,—nB,/V,—mO,/Y,, 
c=t,/x,— T,/X,—2nQ,/X;. c=fi/Ys—Zs/ I, —-2nQ,/Y,. 
Proof. VAR 
に 
Ou Qu Qu 
A=y[Y, 
OA 


———— = p,/Y,—AB,/ Y;, 
Tame Pal 


(Ply bat Ya). 








Therefore b,=A(2,+mY,), m=),/ys—B4/ Vi. 
Similarly, q@=4(O,+nY,), n= Qfyi ul. 
G=Y]Y, (E 2, di 
SUP ly? 
a= Bul Ye — 1 Pal Ye. 
Ou 
OY; en 2 ie x 2 2 2 3 
D デー 一 hh/ の — Phys — yrta/ye + 2ybe/ys, 
ST gh /Y,-BR,/¥2—B P,/V2 24 OY DAY 
ae = PPS 4 —P,P,/ の er YR/ アビ Ds) 4° 
Y=Yı Ys 


dI, % 
Sn mm ol i à 
p 27 Ys Ye da 








I chi Hi ーー +2 2 HIV T4 
ou’ 
= Y, Ys +2 Vi Pa + Yi Ti) 
au: Qu 


=(R/Y_-PiP/YE-PR/YE— Y, R/YE+2Y B2/ Ve) y, 
Hi 2(p:/y.— yibs/ys) Pi + Yi Ta/ Ya 
= ALR, — 2B, B,/Yi— R/Z+2Y Ber 
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+2A(p, + m¥;) ps/ys— 2A be/ye+ AY iXs/ Ys 
since A=y,/ Yi, p=A(Pi+myY,;), YA, 
= À[R; + Pi (—2B,/ Va + 2ds/ys) 
+ VRP US — 2mds/y,— Ape lye? + vs/ys)] 
=A[R, + 2mP; + Ku RI) + 2B 2/ Ye 
ver 29/4: か 2(9,/% m や / Y,) Ds/Ys } YI, 
Lt: CR; or 2m, aE {t,/Y, u. R,/ Y,- 2h, (Pi/ya — P,/Y,) Ya Y;], 
thus we have 
1 = 一 ん DR; + 2m; + a Yi], 
where 
a=t,/Yy,— Ny] Y,—2mP/ Y,. 


Similarly we may deduce the expressions for |, and t;. 


$3. Correlative Applicability of Two Surfaces. 


13. Definition. We say a surface generated by the planes 
7, 三 (6 v), velato 
and a surface generated by the points 
6 王 る (46 の) ーー 


to Le correlatively applicable in a point u,v), when there exists a linear 
integral homogeneous transformation with the coefficients og,。 which 
trans‘orms the second surface into a surface as the locus of 


Yi=2 Gree Wate LN es 

which has with the first surface a contact of the second order in thie 
point %,, v, so that there the equations (VI) are satisfied. 

14, Let the quantities 7, «, 0, etc. correspond for (<) to P, Q, È, 
etc. for (Y) respectively. ‘Then 

(YPQR)=A(Exxp), ete., 
where | A=| ax |. 
(ypri)=2'(Y, P+ mY, R+2mB+aY, S+mO+np+0Y), 
A [(YPRS) + m( YRRD)] 

(VIL) (yprf)=4 A[(£700) + (人 pg)]. 
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(yraî)=4'(Y, R+2mP+taY, O+nY, S+m9+nB+ 7), 
=2[(YROS)+ 2m(VPQS)+ nr VYROP)I, 
(VIL) — (yvaf) =44.A[ (Zone) +2m(Enna) +n Eorz)). 
(chaf)=4'(R+2mP+aY, P+mY, Q24+nY,S4+mO+nP +bY), 
=4'(R+2mPtaY, BD, S+mQ+nP+bY) 
+4'm(R+2mP+aY, P,O, S+mD+nP+5 Va 
+4'n(R+2mP+taY, P, Y, S-mO+nP+0Y), 
= Ri (RPOS)+2'a(YPOS)+48(RPOY) 
+4'm(RYQS)+4m(pYOS)+4 mn RYOB) 
+#n(RPYVS)+ Zam(RP YO) | 
ー バ ゴゴ [(2Zxo) 十 @(SZg) +b (pK?) + m(05Ka) 
+ 2m "(ZS の ) + mn (05K ) +n(oxés)+nin(orêk)]. 
Combining this with (VIL) and (VII), we have 
(VIE) (ypat) + m (yrat) +n (ybri) 
= A} (omKo)+a(Exxo)+b(o7kK=)}. 
Replacing u, p,r, a, m by v,0,t,c and n respectively, we have 
(VIL)  (yPt{)=da'[(cero) +n Serz)], 
(VIL) (ytpf)=A [(Scwa) + 2n(Exrc) 4 m(£trx)], 
(VOL)  (tapf)+2(ythf) + m(yptf) 
= AM (czo) +c(Fenma) + b(te7S)}. 
| (ybqr) = A (Exp), 
(VIII) (ypaf) = AR (Erko), 
(095 = AR (CIT i 
15. Theorem 1°. ‘The necessary and sufficient condition that the 
two surfaces generated by the points (£) and the planes (y) respectively 
are correlatively applicable in a point, is that in this point (VIII) 
(e=1, 2, 3, ....6) and (VIII) are satisfied for some system of values of 
AE URTA=:0, ‘my n: 
Proof. 
I. The necessity has been proved in the last article. 
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II. Sufficiency. The identity 

MEY RTE, SET 
Di p, bs by Di 
Qi Ga Gs Ga qi 
Tia PO Y; 


| h Îa 1s 14 1: 


Il 
= 








becomes 
yi (Part) — di (yar) + (yPrt) — x (gba) +f (yar) =0. 
Therefore 
rt, (97091) =(rbaî)y;+(yraf) pi + (yprt) a: + (ybar) {i 
2 _ (pa oh yral 7D1 ) ypqr 
anf)‘ (AE a sa an + pi # 
| (570) (ybaî) J 
(の D 。 OPH 。 ¢ (ya) 。 
(af) (paf) (9 リー 
(oka) +a (ミア の) 十 ( の 婦 c ぐ ) 


= CLL 
デル ー id. my) 
(ミア の) (9Dq1) 


十 (q, 一 24) (ypr}) (ミア を /) 6 


RER Ce je 


(ypaj) zeg) 
WHY + a (ミア の ) a: D 1 (Zr) Li 


(E7Ka) ( ミ r の ) (ミケ の ) 























(Zora) (< の ) ER (Spore) | 








+ (b mv) MLS NOTE) | 
bas (ミア 7 ) y _ETPK) Cr) 
AU ny) o sei (zo) ト (Exo) i 


that is, 


(PERO), fy (Spx) 
Eee) 1 I ren) 


+ (qi —2Y;) <= u. + fin (qi —2yi) —n(P: Er —by;} に 


[r, Es. —MY;)—4aY;]=Y: 








(1) We have assumed that (ybaf)+0. If (9D1)=0, take eg. (9Ddt) for the deno- 
minator. | | 
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Compare this with 


nz, O), (Speo) | (Expo) 」。 (Ero) 


cera pre eee lle = ee nF ・ 
(< の) (3Zo) (ん の ) (Enka) 
Determine a;, in such a way, that 
yi=A 2 Gin Ens 

h 


p;—my ニー 2 Qin Tn» 


AR 
ness 7 に っ コル = Ain Ths 
h 


Î; Poe (q; su NY) sn (p, eZ my;) = by; RZ: Gin Fn» 
h 
which is possible, since 


(sZzo) +0. 
Then 


t;— 2m (p;—my;,) —ay;=4 J ain Pr» 
Similarly we have 
1 —2n(q;—-ny;) - の 三 4 è OLE 
From (VIII), we see that 
| Gin |= 4. 


Let (Y) denote the plane transformed from (£) by the correlation obtain» 
ed, then we have 


yi=ÀY;, 
p,—my,=AP,, Le =AR,+mY,), 
Qi, Le g,=1(0,4+ RZ), 
rr-2m(p—my)-ay=7%, ie. 1,=A(R, + 2mP,+aY,). 
Similarly 
tp =/ (TI, +2n O;+cY;). 
1 - (qi —ny,)—n(d, — my;) — by, =A = Gin di, 
| i.e. = (EG + mO,+nB,+Y,). 
Thus we have obtained (VI). Therefore the condition is sufficient. 


16. Theorem 2°. The necessary and sufficient condition for the cor- 
relative applicability of two surfaces (y), (£) is that the expressions 
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(VIII) (you), (ypgî) (ypat), 

A 9 (yp) Gp) / (ht1) rap), 

(A) (ypal) + as (ypaf) — (ypat) ーーーー( Td や) 
(yatf) (yprf) 

B 7 Denen yt 

(B) (ytpi) + (yapt) (yabf) — ae — + —(ytpJ), 


are proportional to 
(Erro), (Emo), (Sr), 


ÊTKO 


( この ) (EZ) 


( 
czo) 2 ンー (Go) cai i 


(sc 婦 て TO 





) (Emo) — pen) 


respectively. 

Prog. | 

I. Necessity. For (ypqr), (ypaf), (ybar), the necessity follows from 
(VIII) at once. 

(VII) (yprf) = A4°[(£700)+m (Ere), | 
(ypqr) = AM (EK p). 
Therefore 
_(yprt) — (xp) (pe) 


Ò Mt 
(YPIr) (STK0) ( 4Z/ ) 





Therefdre 
Cina A ep 
(ypar)  (£7xp) 
(VIL) (yatf) = AM [(£kro)+n(êkrz)]. 
(ypat) = 44 (Ener). 
Therefore 
uy st)’, SG 
(mat) (rer) 
(VIL,) (y cq) )= HA [(Sgkg) + 2m(saKs) + n(SoK7)], 


— les 


— }* A ALU (Saxo) + 2ー (579) D CIE 
(Yÿ. GY) (er Kı 0) 

aa: _ (Sezg) = 

(mat) a (Ener) Sige 
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Therefore 
(A) (a nn a (ypoî)— tnt ET (yrap), 
=MA[(E neo) +2 TT (rer) — en Le ——_(Eper)]. 
Similarly from (VII), 
(B) (ytpi) +2 ii DE oF ae (yt), 
= A[(ËTro)+ Teer! = ae (gem) 


U. Sufficiency. Cote (A), (B) and (VIII) lead to (VII) and 
(VII). 

17. Theorem 5°. Im order that two surfaces may be correlatively 
applicable at a pair of corresponding elements, it is necessary and suffi- 


cient that (i) there the asymptotic directions correspond mutu ly and 
that (ii) 

















t/ ep Wy. 6 / Ju? 29 )/ D 
(C,) GRAS ili Tr 
9 I 9 の 
da le ta Hay, 
29 )/ > )/ al) eg 
rare ap ps 
99 の 99 eh Hes 
ii. 27er zn wa が 


the suffixes 1 indicating the values for the second surface. 








Proof. 

OY; (ET in il om / yi 

TESE a Py LI — Vis 
Cw ue Ou dv 

ERA = | TR 7 Yi a | DI po zer ー プ の /, Daal AA 2, 3. 
どの の Ou | Ov 
OY; ay OY; Oy, 

ug) 





(1) See Takasu, le. 


390,02 TSURUSABURO TAKASU: 


u pap my Bh + D, 
の 


cu’ i Cu 
Ey pp My U — Fy D, 
7 の の cu Ov 
OY, g Oy 2 Oy e 
L — (22 ! JA + A NEL, Eu の + (ae 


Ren ey) OVARO ) 
(の ⑪=(9 Qu’ Ov Qudv 








Oy, Mm 























I 0 
Suet one 
Oy, DY» 
Inn Br Bir 18) È J? > 0 
n 1 | 6 au Dy Y2 
E | OYs OY; 
・ 0 al 0 0 er SE À) 
ii a a 
の )/ の // Coni / ON" OY. 
12} 1217 — D et LA 
EN Qui Ov He 
= (u De ed 
Similarly 
(yrai)=(f18)'D' — {12 /D)I, Zona) =({42 f: Di — {1211 Dy) dy 
(yprf) =({ 21} D'— i 2} DIA; (Expo) =({13,D,' 12h D,) 41, 
Bat Dre; (Eero) =({ 1? },.D." HD 
(ytpt) = (F2 D — 1 がり 4, (zzo) 三 (1 が ね の (OH 


—(ypqr)= 4. D, — (î7x0o)=4,D,, 

—(ypai)=4. D, —(é7ko)=4 DY, | 

—(ybat)= 4. D”, —(£rkr)=4,D;", 
Therefore 


À yr 3.9 RUNDE 7 (yati) ara 
(A) (yraf) (una) À ji) — on pa で db) 


NSA. | pea) + 2 nee (eas) — ae < の er)| 


(1) See Takasu, 1c. 
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becomes 
(Di {12}'D)g + 9042147 D)A Von: 
AD 
(RAA Or 
t sa 
AD" | À 
! CAEN AE / D' u D po ha 
=| #4; a na dt. 5122 
RR. HN META ae D 
Now 


—(ypqf)=AD' =. A (So) =A, D, 

whence we obtain (C,). 

Similarly, from (B) we obtain (C,). 

Conversely, we may go from (C,) and (の ), (VIII) back to RIA 
(VIII). i 

Thus (4), (B), (VIII) are together equivalent to ANA 
taken together. 

Hence the result. 


s4. Condition for Correlative Applicability expressed 
in terms of the Darboux-Segre Cubic Form 
and its Dual. 


18. Theorem #. In order that two surfaces may be correlatively 
applicable at a pair of corresponding elements, it is necessary that (i) the 
asymptotic lines correspond everywhere about those elements and that 
(ii) at those elements 

[(D, du +3D, du’ dv+3D, "du dv? + の dv!) 
+ (hdu + kadv)(Dau’+ 2D'du dv + D'dv?,] 
:[Du, du +3Dv, du do+3Du,' dudv’+ Dv" dv’) 
+ (4, du+k, dv)(D, du’ +2D/ du du + D, dv’)] 
= (Ddu'+ 2D' dudv+D" dv’): (D, du’+2D, du du + D," dv’), 


where 
D,= 20 _opayp-aruypr 
QU | 
D,= ee en | fi RUES ul | Dis pa パー 0 ee, 








Ov 
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DY—= oD" ー2115 リ ガー9!18 7 Dr 
i SIM À si 
a ies a ー9! 22 ot I: 22 a 
リル t 
ced) 0 ONCE ee 
4 Cu was Ov 
Du, = = —2{1t} D-2i11,, DY, 
u 
Vz — De DES PP DESIRE È 
Du" = PA il グーー2) 5 1 BR: 
u 
Dy," = 9422}, D/=9;%}, Dy, 
h,= 3 0 log Ku wars Oo 
aa 4. au | HO Ov 


Proof. Suppose the two surfaces to be correlatively applicable at a 
pair of corresponding elements, then by Art. 17, the asymptotic lines 
correspond mutually and (C,) and (C,) hold. 

Since the asymptotic lines correspond mutually everywhere about the 
elements, we have 


vs. D' D" 
= er = 0, Say. 


ges ah LE 








Also put 
heil), {ft h=d(11), ete 
The condition that (C,) and (C,) have equal values on the two surfaces 
shows that | 


AUD" {VD 。 1 の (7 


— 2 
se D 
€ 7 
n Bas D"—$22},D, ae (ID ZA 
// 
リル と DIN 


and that 


(99 Dae Dt on peta hy {22} D' 
D RE 
CREDO 
D, DE 


ー 、 
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Thus, since 
ee) a EEE 
we have 
pe pe Di Sola 5 di 9 j}D—9} È iD! SE lt, Say, 
D' 79; 4 w 
AP 1D-afy1D" _g MID-0I ID 


D sg Dana =2,, say, 











whence we have 





D 


BERN. DU —_=2p, 
[0{11} — 24]D"=6{??}D. 
Similarly 
[ES a. ー9 の 
[2-2] D =öt1y}D", 
y 1D" =8 192} D" 
so that | 


の の こう に ID だ ライ ルト OUEN LT O2 
=: öl: BEI D]. 





Putting 
EL AM DURE Me 
Fr. at D' n'a D' Vir 
a dii 0} 22 u — 22 ke 
Den ne Nd 
we have 


0$11}=9u+hD, Ôi12}=v+hD", d{?g}=AkD", 
311 =kD, öf12}=u+kD, 6(22}=Q4kD". 
The first dual Codazzi equation becomes for the first surface 


の 7 / I の 7/ の )/ / ! 11 
2 (pD)— 2 (Di) + PD D- VD’ +31 D"=0, 


and the first Codazzi equation becomes for the second surface 


Pen ーー Di + { a eme A — {12} Di + DE. 


Ov 


194 TSURUSABURO TAKASU : 


The former becomes 


op OD, _ Op CD} 
FE), if Rd f DA / 1 
pei dv eva p Ou 








io 220) 





The latter, multiplied by 0, and subtracted from the last, gives 
dp CODE OI RO 














D Dy! — p+ {11 }'D'— "グー ピゲ が 
ca itp 9 À P ay D PY to} 

Oda, „an! | | 

HD’ pa oD + 18h pDit 8}. pD, 


(11% 7 
TS PD, 


= DO EP EL + D1} 33} Done —Ddjye} +" 33 


FB BRENT PROS DD DET 
Ov Ou 


— D'(v+kD')+D"kD=0, 
= Dr,— D'r,+yD'-vD+}k(DD"'-D'?)=0, 


Sk. 


where 
r=log p. 
Thus 
D(r,—v+hD'+kD")— D(r,„— u +hD+kD')=0. 
Similarly, from the other equation of Codazzi and its dual, we have 
D'(r,-v+%kD'+1D')-D'(r,—-p+1D+%kD')=0. 
Since the surfac2 is no developable, that is, since DD'—D''=+0, 
we have 
(r,—u+h D +kD'=0, 
a 
(7, —v+ kD" +hD'=0. 


The coefficient of du in our first cubie form is 





D,+hD 
ーー の ーー p{PloslDD'- D9)_dlog(69- FI 
ou î 4 Cu Ou 


Similarly, for the second surface, we have 


ap alschnl 2141, Diop RIDI A 
Ou i 4 au Qu 7 
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Multiplying the latter by p and subtracting from the former, we have 























oD oD \ 
ig ee]! 
Ou P au ae FE 
_3 pf{ 2l0e(DD!-D') _ Blow DD." Di | 
XI | Cu cu ; 
2 9 log (EF- 7) a || 
Qu Cu : 
Now 
Dog VIF 1014 110} 
SIE SEAT 
_ 8 log (DD"'—D") _ log が (の カリーD 
ZH Ou 
2 Op , log" Di) 
n Oe cu Ou 
D 20 の) ヵ 20 ,, 2D. 
Où à な ou 
2, 9° LI 
A OU ou 


Therefore we have 


PSP 994133 D— 28133) D— 4p 2 fs 26533-29481 | 
Re: 4 








p 
1.6. 
| Dr + Dia +804 81) 49} D/ 
| — Dr, + D(—24—hD + 30 +3kD') — 4747 ト 
= = | -w+g- の -4 の |=0 


by virtue of («). 
Therefore the ratio of the coefficient of du in the cubic for the 
first surface to that for the second surface is equal to 


p= D|D,= D'/D = D"|D,". 


Similarly for the coefficients of dv’. 
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The coefficient of du’ dv in the first cubie is 








36127 D-01217 3 p| 21 DD"- D") BE 





ご の + Ov | ov 
3 p{ 3 eg( の の "ー ゲ ) _ Blog (69-5 
2 Ou Ou | 


Also 


ONE (SIH FY any ragası, 
Ou | 


0 log (あの ー 7°) = Of 82 7 otra 
Ov 








The coefficient of du’ dv in the second cubic is 





9 a, ea ED ) Glog (EG = 


Ov Ov 208 
0 / | oe, MEET) 2) _ log (E, G, — F) | 
2 À du Ou 


Multiplying the second by p and subtracting from the first, we have 





a ーー ~6D9{12}— Seren Dl aa a 
A oe ea 

=? 2 ci D-32149 引け の | E30 LE a 

ーー BD, D(—388{12} +90; 421) D'(Gr,— 60411} +62112))], 

=} 3Dr,— D(-6,-3kD" +9 + 91D!) — D'(6r,-19u-6hD + 6u + 6kD')}, 

ーー {3 8 の の ーッ キ 77 二 4 の ) -6D(r,—p + hD+&D')} =0 by (a), 


Similarly for the coefficients of du dv’. 
Hence the theorem. 


19. Theorem 5°. When En dual Darboux-Segre cubie form for 
the first surface and the Darboux- Segre cubic form for the second 
surface are in the ratio p, in which the corresponding second forms of 
Gauss stand, then the two surfaces are correlativ rely applicable. 
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Proof. The condition that the coefficients of du’ in the cubic forms 
for the two surfaces are in the ratio 0, is as above 


(1) D[8d| 12} L; 0} de —r,]=40| 3 } DD’. 
Similarly with respect to dv’ :— 
(2) D''[38{ 1? } — 84%? | — 1] =40 | 2? } D! 


From the equation of Codazzi and its dual, it follows as above that 


(3) (r,—0f1? Hdi D' (r,,—65 3, ee +01}: D"=0, 
(4) (ry—8{'2})D" — D'(r,—3{22}+d{12})+3{22}D =0 
Also as above 

0{11:}=kD,; Die 


I 
ONE = +kD', ou PhD 
The equations (1) and の aa 
= Sigh | Li 6 + 34, 
r,=—hD'—0;i?$} +3», 


so that (3), (4) become 
の (2 ッ ー9!22 +kD")—2D'(2u—05 14} +kD)=0, 
2D! sa 22} +kD")- D" (2u—d{11}+4D)=0, 
whence, when the coordinates are general and DD" — 
0422} =2,+RDN, 
0f11}=2u+hD, 


whence we can return to (C,) and (C.). 


D'?=+0, we have 


$ 5. Second Condition for Projective Applicability 
of Two Surfaces. 
20. Replacing the correlation in the preceding process by a collinea- 
tion, we may prove the following theorems in succession, of which the 
righthand side is due to Fubini(* ). 


Theorem 1°. The necessary Theorem 1°. The necessary 


and sufficient condition for that the 
two surfaces generated by the planes 
(y) and (5) respectively are pro- 


(1) Loc. cit. 


and sufficient condition for that the 
two surfaces generated by the 
points (x) and (&) respectively are 
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jectively applicable in a plane, is | projectively applicable in a point, 


that on this plane is that in this point 
(yori) = AN [En po) +-m(Enrpe)] (prs) = Ai'[(Expa) + m(Expe)], 
(yrqf) = AA [(S pKa) + 2m(£7k0) (args) = Ai‘ [(Eoxa) + 2m(Exxa), 
+nlipen)], | +n(&pez)), 
(epaf) + ma(yeaf) (gp) (pgs) + m(ærgs)+ n(aprs) 
= Ai’ [(07rK0) + a(zreKo) = AK [(orko)+ @( ミ の) 
+b(pzx2)], + b(pres)] 
(ypti) = AH [(Erro) + n(Exe7) |, (apts) = Ak [(ExTo) + (Sr 婦 ) |, 
(yipf) = A4'[(5t70) + 272( ミ メア の ) (xtps) = ゴイ バ [ (Sc の ) + 2 の ) 
+n(sTzk)], + niét7« |], 
(tab) +n(ytbi) + m(y3tf) (tops) + n(atps) +m (cats) 
= AM }(tem0)+-c(Ek2-) = As} (temo) + c(Sz 婦 7 ) 
+b(rer2)‘, +b(teTS)), 
(ypar) =A Exep), (app) = AR (Emp), 
(ypai) = A (Sz2K0), (xpgs)= A ( ミ ヶ を の )), 
(ypat)= Au (Sc) | (apgt)= AM (Ser) 
are satisfied for some system of | are satisfied for some system of 
values of A#0, イキ 0 m, n(*). values of 40, イキ 0, m, n. 
Theorem 2°. The necessary Theorem 2°. The necessary 
and sufficient condition for the | aud sufficient condition for the 
projective applicability of two sur- | projective applicability of two sur- 
faces is that the experssions faces is that the esp-essions 
(ypar), (yPat), (ypat), (xpqr), (xpqs) (xp7t), 
A (ybri) ; (xprs) 
(ytq]) +2—" —_(ypaf) args) +2 __(xpqgs 
ao (orgs) + 2 (apne) 
(gati) | (xqts) 
a ren Et) ーー ニー ンー (xrqp), 
(ypat) (æpat) (erap) 
; yati) と (xgts)) 
(gip) +2 pp) xtps) +2 19) (rons 
(yapt) (xtps) pene (xaps) 
(yari) ( (prs) ® 
Sg Witte Re CRE 
(yqpr) | PI) 





(1) The notation will be evident. 
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constructed for one of tbe two 
the 
analogous expressions constructed 
for the other. 


Theorem 3. that 
two surfaces are projectively appli- 
cable in a plane, it is necessary 
and sufficient that (i) there the 
asymptotic correspond 
mutually and that (ii) the expres- 
sions 


surfaces are proportional t) 


In order 


directions 


have the same values on one of 
the two surfaces as on 


Theorem 4°. In 


two surfaces may be 


the other. 


order that 
projectively 
applicable in a plane, it is neces- 
sary, that the asyınptotic lines cor- 


respond everywhere about that 


plane and that in that plane 

[(D, dui + 3D, du?dv+3 D,/' du dv? 
+ D,!' dv) 

+ (hdut+ k dv) Dau’ +-2D' du dv 
+D" dv’)] 

: [Du dw + 3Dv, dv? dv 

+3Du," dudv’+ Dv," dv) 

+ (A,du+k,dv)(D, du +2D/dudv 
+Ddv)] 








constructed for one of the two 
surfaces are proportional to the 
analogous expressions constructed 
for the other. 

Theorem 5°. In order that 
two surfaces are projectively appli- 
cable in a point, it is necessary 
and sufficient that (i) there the 


asymptotic directions correspond 
mutually and that (ii) the expres- 
sions 
9 19) 
MCES) が に 
22) D 
1 D'' 
and 
2 9 9 \ 39 D' 
Nas ea air 
DP 
LR Ra 
IT 


have the same values on one of 
the two surfaces as on the other. 
Theorem 4. 


two surfaces may ke projectively 


In order that 


applicable in a point, it is neces- 
sary, that the asymptotic lines 
correspond everywhere about that 
point and that in that point 
[(D,dw+3D,du dv+3D," du dv” 
+ D," dv’) 
+(4du+kdv)\ Ddw-+2D'audv 
+D"'dv)] 
: [(Du, dé + 3 Ds, du dv 
+8 Du, du dv + Dv," dv’) 
+ (A, du+ k,dv)(D du’ +2D,'dudv 
+D,''dv’)] 
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=[Ddu'+2D' dudv+D"dev"] 
:[D,du?+2D,'dudv+D," dv). 


Theorem 5°. When the dual 
Darboux-Segre cubie forms on 
the two surfaces are in the ratio, in 
which the corresponding second 
forms of Gauss stand, then the 
two surfaces are projectively ap- 
plicable. 


Dec. 1921. 





=[Ddu?42D' dudv + D" de] 
: |D,du’+2D/' du do + D, dv]. 


Theorem 5°. When the 
Darboux-Segre cubic forms on 
the two surfaces are in the ratio, 
in which the corresponding second 
forms of Gauss stand, then the 
two surfaces are projectively ap- 
plicable. 





A GENERAL VIEW OF THE THEORY OF SUMMABILITY, I, 
by 


SATORU TAKENAKA, Osaka. 


I. Preliminary theorems. 


1. The following theorem is due to Lebesgue(* ). 

Lebesgue’s theorem (A). Let /(5) be an arbitrary function which is 
limited and integrable( *) in the interval (a, 6). Then the necessary and 
sufficient conditions that the limit of a sequence 


| il DES EME 


exists and is equal to zero, as n tends to infinity, are that 
i. there exists a positive number 17 independent of < and » such that 


ORE 1009, +31), 


for all values of £ in (a, b) except at a set of points of measure zero ; 
ii. for every subinterval (a, 3) of (a,b), the limit of the sequence 


si È 
| Dei d= 
a 


vanishes as n tends to infinity. 
Applying this theorem, we can prove the following theorem : 
Theorem I. が we define a function f(£) as in Lebesgue’s theorem, 
then the necessary and sufficient conditions that 


Nn=R 


lim | (a, 2)/ (2) dé 


exists and is equal to zero for all values of ® in the interval (a,b) are 
that 

i. for a fixed value of の in (a,b), there exists a positive number M 
independent of の , < ‘and n such that 





(1) Lebesgue, Sur les intégrales singulieres。 Ann. de Toulouse, ser. 3, vol. I 
(1909), p. 52. See also Hahn, Uber die Darstellung gegebener Funktionen durch sin- 
gulire Integrale, I, Mitteilung, Wiener Denkschrift, vol. 93 (1916), p. 3. 

(2) Throughoat this paper the term “intgrable’’ means “integrable in the sense of 
Lebesgue.” 
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Dee: n= ee, 
for all values of Ë in (a,b), except at a set of points of measure zero ; 
ii. for every subinterval (a, 3) of (a,b) which does not contain x, 


lim [ 9,0, SOSE), (a<a<b). 
To prove the sufficiency of the given conditions, let us divide the given 
interval into three parts, such as 
(a,2—h), (eh, x+h), (x+h, b), 
where A is a small positive number. 
Then, in the first and the last intervals, the function 


D, (x; €) 
satisfies the conditions of Lebesgue’s theorem, so that we have 
a) lim f 9, (23 )/)dE=0, 
and 
(2) lim | D(x, E)J(É)ds=0. 


Since /(¢) is limited and integrable, it is also absolutely integrable. 
Hence, for a positive number e however small, there corresponds a positive 
number Ô such that the following inequality holds : 


ath e 
J MO ee nt 


ceh 2M 
Now, by the condition (i), we have, for a fixed value of x in (a, 6) 
| D (x, È) | < DT, (n=, 2, PE ) 


at all points of £ in (a,b) except at a set of points of measure zero. 
Tehrefore if we construct a function @,(x, ¢), such that 


| の 。( の 6) | < NI, (n= 2, ERA ) 
for all values of & and ¢ without exceptions, and moreover 
Gia = De, Bea 


except at a set of points where @,(x,) does not satisfy the condition 
(i), we have 


c+h 
J D, (0, 5) (E) dé 
アァ アール 


that is, 








ath «i みん な 
ー | [soled] < mf VO 
veh u-h 


nen, 
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th っ 
| ®, (x, E) {E) de| < È, (a=1, 2...) (d<M) 
x-h - 








But from (1) and (2) we can take an integer N such that the in- 
equalities 


x-h と ね 
| we 97⑨ 大 | < 
a の ひ 








and 


P,, (a, 5) f(E) ae 


oth 





rated 
り 





hold for all integral values of n greater than N. 
Therefore we have the following inequality : 

の DI ch NM 
WEST | <| |" ke 970. 


< + 





| の @ DIA 
の ー ル ん 














De, が ③⑮ な ぐら (n>), 


cH+h 


u 








which shows the sufficiency of the given conditions. 

Next let us show that the conditions are necessary. 

By Lebesgue’s theorem, it is obvious that the conditions are neces- 
sary for the intervals (a, c—h) and (~+h,b), where À is a positive num- 
ber however small. Therefore we are satisfied to show that the first con- 
dition is necessary for the interval (c—h, 2+4); and to show this, it is 
Sufficient to give an example of 9,(x, ¢) that satisfies the second condition - 
and the first except in the interval (c—h, «+ A), and for which 


の 
lim | 2,6 9/0 


is not zero for a suitably chosen function (2). 
To this end we will take the function 


上 I { sin§ (-e) | 
の = — | |, ム 一 の < 2x. 
n (8, 5) Inn Psi Mo 
Then for every subinterval (w, 8) of (a,b) which does not contain a, 
we have 
B int (Er) 12 
Im f a | de=0. 


nao An sin 3 ( ミ 一 の 


a 


Let / be a small positive number, then for every value of € not con- 
tained in ( ヶ ー ん ©-+h), we have 
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1 |< = < M. 
2nr | sin i (F—a) 2n7 sin? 4 ん 


Thus in this example @,(a, <) satisfies the second condition and the 
first outside the interval (> ゥ ー ん +4), but it is easily seen that this does 
not satisfy the first condition at the neighborhood of x, that is, there exists 
an interval (e—h,x+h) at every point of which 





1 | sin 5 (ミー の ) 


2nx | SIm す (ミー の ) 


| > Gi (n>N), 


where G is a positive number however great. 
And in this example, as was proved by Féjer, we have 


lim 1 


n=x NT 





sol l'a [/e-9+7@+0) 


a sin 3 (¢—2) 
for any limited and integrable function /(¢). This shows the necessity of 
the condition (i). 

2. Theorem 2. Jf we define a function f(£) as in Lebesgue’s 


theorem, then the necessary and sufficient conditions that 
. 9 fa fa = 
lim | F, (a, &) f(&)d: 
n= 
a 


exists and is equal to a limited function for all values of x in the interval 
(a,b) are that 


i. for a fixed value of x in (a,b), there exists a positive number M 
independent of @, È and n such that 


[Aa 5) M, Mel, 2,------) 
at all points of È in (a,b) except at a set of points of measure zero ; 
i. for every subinterval (a, 3) of (a,b) which does not contain の 


B 8 
Hm | 7 (の と) as 


n= の a 


exists and is equal to a limited function of «. 
Choose arbitrary positive integers n,,, such that 


lim», =, lim (3—7)—=0%0. 
n= の 


n= の 


Then, by the first condition, we have 


| Fn, (9, c)— Fn, (x, 5) | Sg 2M 
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for all values of £ in (a,b) except at a set of points of measure zero, and 
from the second condition we have 


8 
lim | Bac 2 Fh (a, é |#=0 


a 


where (a, 8) is an arbitrary subinterval of (a,b) and does not contain a. 
Therefore if we put 


D, (2,2) = Mr (x, Fa, (&, all 


° this function satisfies the conditions of Theorem 1. 





Hence we have . 
の D 
lim f 9, (a, 97⑨ が =m | [A (a, €)— Fa, (a, Je d?=0 


for all values of x in (a, b), or however small e may be given, we can take 
an integer N for which the following inequality holds : 


| | (a, &)— Fn, (a, £ oz SEINE 








so that we have 


which shows the sufficiency of the given conditions. 
From the above proof the necessity of the conditions is an obvious 


| Fr, (2, 2) f(2)dé zen (>), 











E: | [ Fr, (2, 2)f(2) a 





consequence of Theorem 1. 
II. On the limit of a series of functions of the form 


n D ご 
x | EL? (az, Eju, (E) de. 
a 
é=4 


3. In this article let us discuss the limit of a series of functions of 


the form 
n b 
| TECNO — (a<e<d). 


Theorem 3. The necessary and sufficient conditions that the series 
of Functions 


n. b 
À | Lio” (a, 5) ui (5) ds 
i=1 4 
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converges to a limited function as n tends to infinity, whenever the sequence 
-{u;,(§)} の limited and integralle functions converges to a limited function as 
n tends to infinity(*), are that 
i. for a fixed value of x in (の の, there exists a positive number K 
independent of e, E and n such that 
| © (a, €)| < K(=1,2,- ME AI ) 


at all points of S in (a,b) except at a set of points of measure zero; : 
ii. or every subinterval (a, 3) of (a,b) which does not contain の 
. È (n) le = . 
tim | PC です りー (1 三 2000 ) 
n= の a 


exist ; 


ili. [1 F(a, 6)| di < M, (a<a<b), (n=1, 2, 00 


vel 
where M is a positive constant independent of x and n. 
Since vs are all limited, there exists a positive number Z such that 
|; (€) | Se ifs (a < 3 < b), el 2, PARI ). 


Therefore we have 


n D | n » A 
Df EA ud < と 3) [ VE, à) | di < LU, 





for all values of x in (a, b). 
But by Theorem 2 


n= 


b 
lim [ EP (a, €)u, (5) a6, (ah), (t== 1,100 ) 
Ja 


exist, hence 


n=X 


n b _- 
lim > il Fx, Eu, (à) di 
er ns 


must exist for all values of x in the interval (a,b), and moreover this is 
absolutely eonvergent. 

Thus the sufficiency of the conditions has been proved. 

Next let us show the necessity of the given conditions. 





(1) As is obvious from the following proof, there is no necessity for the existence 
of lim un (è), and the only necessity is that w’s are all limited and integrable in the inter- 
n=% 


val (a,b). 
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As is easily seen from Theorem 2, the conditions (i) and (ii) are 
necessary. 

To show the necessity of the condition (iii), let us assume that this 
condition is not satisfied for some value a of x, and let us construct a 
sequence {#,(£)! which satisfies the conditions of the theorem and for which 


n の 
Df Fee ua 
a 
t=1 


is divergent as n tends t> infinity. 
. Now if we assume 


im の [| LO, 2)|\dz=0, 


n=l 
then for a positive number G greater than 1, there exists an integer N 
which satisfies the following inequality : 


DP FOC D> @ > 
Let 2, be one of such integers and define ws as follows: 
du; (È = sign. FR (x, E), (a<é<b), (i=1, 2; n). 
Then we have 


nl 76 b a 2 
DE FM) (à, E) U; (¢ di 1 SI FM) (a, 6) | の < > G. 
ger he 
But ae ae condition (i) we have 
He Ex, E)| dE <(b-a) K< A), (a<a<b), 
where A is a positive constant independent of x and n, whence 


I, lim if | FO (x, 2) | dé 


n= 2 


is limited for all values 9 x in the interval (a,b). Let this upper limit 
be 4,,. Then we can choose an integar m, such that 


N, D 
Sl BEM (es) | da An, の (n>m,). 





(2) Haar showed that if u (2 | Kn (®% 8) | UE=R, there exists a continuous function 
n= 


u (x) such that lim jee Kn (a, Eu €) d£= ©. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funk- 
n= 


tionensysteme, Math. Ann. 69, p. 335. See also Hahn, los, cit., p. 9. 
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Next let us choose an integer n, greater than m, for which the 
following inequality holds good : 


DI Ni ‘| Fia)(a!, 6) | di > G+ @+ G + An, (G+) 


and define us as follows: 


ud sion, FR.) (x, £ (=n+l n.+23: ; Tok 





Then we can prove the following inequalities: - 





dI [re x, E)u, (E) de 





= Zi Fm? (LE 


ve DI da 








US b | 

CRM ASE je = 
> | Fi" al, E)u (E) dé 
te a 





D [Fee Co EC ) | di 


t= 2, 


ar b na D - 
la 115 / | BP? (e', 5) | ds— | | Fe? (&', a) | a | 


1 na b に 
まっ > F2) (x! €) | d? 
G = JI è (2,6) | 
>| OF Ot 04 Ae, (G41) (At | (Ant 9) 


that is, 





No b 5 
> | Fe (a!, E)u; (E) dé | > 
cat a 





Continuing in this way, we can construct a sequence of functions such as 





Ui (2) = m Sign. の が iz, È), (2 == m1 + 1, Non -1 =“ 2, Mie 2 Nan) 
x 
and 
litn a, (€)=0; 
while ba 


Pm dD 
Sf Foo (a', Eju, (2) dé | > G", 
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that is, 


lim 


Nn=% 





n の 

da "OM (al È = dei — 
DI FO@ au, Gere: 
ge a 


Thus the construction proves that the condition (iii) is necessary. 
As a corollary of the above theorem, we can state the following 
theorem : 


Theorem 4. The necessary and sufficient conditions that the sequence 


n Db 


DI Fi(n, 8)u, (£) dé 


è=1 # 


is convergent as n tends to infinity, where u,(£) is limited and integrable 
for all values of n, are that 


i. there exists a positive number K independent of È and n such that 
Fans) Re, ーッ ende D) 
except at a set of points of measure zero; 
li. for every subinterval (a, 3) of (a, の 
È 3 
lim f Ae) da 


n= x 





exists for all values of i; 
Da x i Oey a IA) 


where DI is « positive constant independent of n. 


III. Further discussion of the series of the last chapter. 


4. In this article, let us examine the limit of the series of the last 
section more closely. 


Theorem 5. Define a sequence { F(x, €)} of limited and integrate 
(with respect to È) functions as follows : 


is FO (x, à), fey 2 ) 


converges uniformly to a limited and integrable (with respect to €) function. 
と . 
Ei; (ax, = (0 2, 99 ) 


Jor all values of x and È in the interval (a, b) ; 


ii. both lim nf x FY (x, €) d= and lim ni iR 2( の と) de exist 


Lar fore 


and are equal to the same limited function ; 
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where M is a positive constant independent of の and n. 
Let fu,(£)} be a sequence of limited and integrable functions in the in- 
terval (a,b), and let 
lim 2,(€), a eh 


converge uniformly to a limited and integrable function u(Z), then the follow- 
ing equality holds good : 


n b bn 
lim Sy] ES (e, €) uy () dé=lin | >) FC (x, €) u(€) dé 
vele ; E er 


n=% 


3 る | F (2) UI). 


Firstly from the given conditions it can easily be seen that 


>I! 7 が (の €) | dé 


is convergent as n tends to infinity for all valus of x in (a, b). 
For, if this is not the case at a point 2’ of x, then there exists an 
integer N, for which the inequality 


DIRI (n> N) 


holds. 
But, since F9 (x',£) is absolutely integrable with respect to < and 
satisfies the condition (7), we have 


D dD | 
He | 390,31 N |Fi@v’,€)|d3,  (i=1, 2,------)(7), 
so that if we put 
i = = 5 / と = . 
| | TRUC &) d= | | F,(& Mei | dé + 6 (a), (i=1, 2, ed n), 


we have 
lim の (a!) D; (あー is 2, e ir 


n= の 
Consequently we can choose an integer N, such that 
(1) This theorem is valid in the case when b=%, that is, FC (e, £)=0 for (£>%). 
(?) See for example Carathéodory, Vorlesungen über reelle Funktionen (1918), p. 444, 
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の 0 りく 支 > (に 1 2 es m), (n>N,) 


holds. 


Let N be an integer greater than N, and N,, then we have 


Sf E, (a, È) | den DIA F(x’, =) | d: 


N, 3 6 M 
= Df ze, 9)| dî- SI 9 (2) | 
TI i=l 


SA: MN), 


which contradicts the assumption (iii) ; hence 
lim N | F(a, £) | d? 


must exist for all values of æ in the interval (a, b). 
Now we will show the theorem. Since 


limu,(@=uQ,  (@<E<I), 
if we put 
ISO (S)+ tel (ed... ). 
we have 
bite.) 0 


for all values of 5 in the interval (a, b). 
Therefore by Theorem 1 of Part I, 


lim o Sf ae 9e (2) di 


exists for all values of x in the interval (a, の. 
Let this limit be 


[E (€), a] 


and put 


DIE: Le &) W,() use (in) a | +f, [e(z)] (a = の = DI 


Then 
lim he 0 


for all values of w in the interval (a, b). 
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Similarly if we put 
F(a, £)=Fi(a, 6) + 0(@, 6), (i=1, Du), (a < @ F<), 
we have 


neo, ee 


uniformly for all values of æ and € in the interval (a, b). 
Now, calculating step by step, we have the following equalities : 


di り n b 
Da a RER SRE Gl 
ei ad {21 a 
n b n の 
= パリ F(a, Hule)di + | FC (0,2) a (E) 42 
DI, 2. a 
n の Mm to) 
=>) | FO, Eu) B+ I | F(x, 2) 0,(2)d? 
i=l n geni a 


N b j 
+ [TOGIAAI 


i=m+l = 


Db n 1 m の rs = 
a | UE DI BO (e8)d2+ DI | F,(2,6)a;(€) dé 
a Lat i=1 “© 


par (の の 0 + 3; [! F(a, 8) (5) d2. 


tam+i~ © 
But since 
lim 6” (a, €)=0, (i=1, 2 ) 
n= の 


uniformly for all values of @ and É in the interval (a, b), there exists an 
integer m, such that 


| Of (a, €) | < Sabor’ Ce ee ‚ M}. (ne 


where s is a positive constant however small and k is the upper limit of 
|e; (x)! for all values of x and 7, whence we have 


m の Mm b 
da, E) a, (E) dF |< | ot, (6) | dé 
DI 96) i 2m (6 一 @) K 2 | ©) | 


< (a<a<b) (n > nu). 


Next from the condition (ii) we have 
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DIRES £) | dE < DI | PO (x, &) | déc M, 


22 


and by the definition 
| e。G) | Fa (tm), (<<), 


where m, is an integer sufficiently large. 
Therefore we have 


SIA (x, 4) a; (E) di | < 


; (n>M). 


ui 





i= る 


By the combination of the above results, we can conclude that 


D b n si 
F (a, 8) u,(2) dé — | u(E) DI Fa, 6) dé 
a の 7? ニ 1 





m D A x 
- SP Reda (2d?) <¢, 
= a | 


(asc r=), [r >max (m, m,)], 
where 


lim 72 三 の 


Nn=R 


me ai(¢) by w(£)-u(£), we have 


N=% 


* の n 
lim >" RG, Eu (2) dé lim | u (3) DI A (2, 6) dé 
a = (2) en 


+f Fe à Lu) -u (Ed 
which is the equality that was required to prove. 
In the above theorem, if we put 
eee (See 


uniformly for all values of ® and E in the interval (a, b), the equality takes 
the form 


の n 
> ib F9 (a, €) u, (6) d£=lim | u (é) > FO (x, E) dé. 
Sri “reve i=1 


5. In the paper mentioned at the foot-note of $ 1, Lebesgue proved 
the following theorem( ! ) : 





(+) Lebesgue, loc. cit., p. 69et seq., see also Hahn, loc. cit., p. 12. 
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Lebesgue’s theorem (B). Let ¢,(a, €) be limited for all values of x 

‚and ¢ in the interval (a,b) and be integrable with respect to =, and let 

J (x) be a continuous function of x in (a,b). Then the necessary and 
sufficient conditions that 


lm f ge(@ 9/0) dé=/(0) 


is valid, for all values of x in the interval (a, の, are that 
i. for all values of x not contained in the subinterval (a, 2) of (a, d), 
there exists a positive number % independent of «,5 and » that satisfies 


| みみ (9 のり | < ky (n=1, 2,0), (cv く 6 く の ( 


except at a set of points of measure zero ; 
ii. for every subinterval (w, 3) of (a,b) which does not contain x, the 
equality 


B A 
Forte e Ac 0 
n= の a 

is satisfied ; 


iii. there exists a positive number JZ independent of & and », such 
that 


| 1 Pn(0,) AE LME, mel 2,0), (a<æ<b); 
iv. lim [ ©,(a, 6) dî=1 


for all values of x in the interval (a, b). 
By the application of this theorem to that of the last section, we can 
prove the following theorem : 


Theorem 6. Define a sequence { F(a, &)} of limited and integrable 
(with respeet to £) functions as follows : 

rt が Ks ちり) (el ae ) 
converges uniformly to a limited and integrable (with respect to È) function 
Fi (e, 5) for all points in the interval (a<x,5<b); 

ii. for all values of x not contained in the subinterval (a, 3) of 














(1) This condition is identical with the following: 
There exists a positive number independent of «,¢ and n such that 


| Pn (x, &) | < K, [e—t|>5> 0, 


except at a set of points of measure zero, where 5 is a positive number however small. 


x :! 7 
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(a,b), there exists a positive number K independent の x, and n such that 





DROP GASH (<<, (MAL, Bon); 
for every subinterval (a, 2) of (a,b) which does not contain の 


lim nà; OCA ACI 


iv. DU FP (a, 5) | dz Si, M, (a<a<b), (n i. 2, COR ) 
fai 


where M is a positive constant independent of x and n : 


の n 
Y. lim | DAMES dG = lim “F(a, IE 
n=% a à D 


Jor all values of x in the interval (a, b). 
Let {u,(5)} be a sequence of continuous functions having u(2) (which is 
also Ss) as a limit as n tends to infinity, then 


lim AR DITE NARA >|, F(a, 2) u (5) — u(£É)] dé 


Jor all values of æ in the interval (a, b). 
Particularly, if we put 


Fi (x, €)=0, Bel, Arm i (a= 9, 6<b), 


we have the equality 


lim >») i FO (a, 8) u,(2)di=u'2), (a<a<b). 


6. In this section let us consider a particular case where 
FO (0, = (TE), G=l, Den), (nel, 2.) 


(HS RECU. 
and 


ZPO, (a-b<i<b-a  (n=1, 2) 


is non-negative. 
If we put 
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Co 


lim [ bia ( | ER 


PAPE 
where c, and c, are arbitrary numbers such that 


a-b<-—c<0<c,<b—a, 
then by a theorem due to Ogura('), we have 


の n 
lim DIA ( さ 一 の ) u(5) di =u(x), (a<z<b) 
n= XL a 4 
i=1 
in which a (x) is a continuous function. 
Thus Theorem 6 can be modified as follows: 
Theorem 7. Define a sequence { f"(t)} of limited and integrable 
Junctions as follows : 


i DIA) (a—b<t<b—a) 


is non-negative for all values of n ; 
i dim (=), (a-b<t<b—a), (v=]1, 2,7% ua 
=D 
where fi? is a limited and integrable function ; 


ii. lim Pay AOA (a—b< —¢,<0<e,<b—a); 
Eee à PT 


n り : 
iv. SM Ler (ea) Ma aL 2: ) e (ひこ の 
i=1 ~ @ 
where M is a positive constant independent of ® and n. 
Let fu,(£)} be a sequence of continuous functions in (a,b) and let 
lim u, (€) 
72 = の 


exist and be equal to a continuous funchon u(é). Then we have 


n= 7x 


lim ha [AE u,(€) d = @+ | (E (£—x) [u; (E) —u(£)] dé. 
¢=L の i=L da 


Particularly, if we put 
A@=090, (2=1, 2,------ ), (a—b<t<b—a), 


(1) Ogura, On the theory of approximating functions ete., Töhoku Math. Journal, 
vol. 16 (1919), p. 112. See also Lebesgue, loc. cit., p. 69 et seg.; Hobson, On a 
general convergence theorem and etc., Proceedings of London Math. Soc., ser. 2, vol. 6 
(1908), p. 349 et seg. 
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then the above equality becomes 


n= 2 
tar 


lim x} 4 iP (E-x)u(5) Eule). 


IV. Differentiations, 


7. Let u,(¢) have continuous differential coefficients of the order m 
in the interval (a, >), and assume that 
| lim uf? (&)= u” (€), (= 0, 1,2%... , m), 


in-which が 72( ミ ) is also continuous(!). Then we can put 





+ SET 


y=1 


un ul), (aa, $<), 


where R[u;(£)] is a continuous function and 
lim R [w,(2)]=0. 
eso | 


Therefore we have the following equality 


n D n か 
Dal HE AE) de = > u; (© f ES (m6) ds 
pee oO isch Fa 

m 


122 Dur us EL [ER (us E) di 


+ D [ru 


j の 


Now let the sequence | /j,°?(z,€)} satisfy the conditions in Theorem 
and moreover let us replace the condition (ii) of the same theorem by 
the following : | 


D n ; 
i, lim | (ミー の )" > EEE) d 
n= 
& i=1 


5 


exists, (a<x<b), (v==0, 1, 2,------m). 


Then we can prove the following equalities : 


n= 


n の * ひ n 
lim N 4 (x) | FO (x, 2) de=u(«) lim nf FO (x, €) dé 
Die #2) 


(1) u® (€) denotes the differential coeflicient of un (è) of the order v. 
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+ SMula)—a (al | Fe, 8) 48, 


m 


n vy) 
lim 5) Dina 2 ae) ih (だ うみ (スカ ドロ 


m > (v) 
um È ul (と 一 の) F0 (の ©) de 


U=D 
2 


m 


== us? 3 9 uf? (一 の DI F(x, &) dé 


LD! =H 
v=1 


LT QE o Bs, | ja" et 
a D: RAT DA [u (a) — “2 (7 f (£—x) F(a, €) dé, 
v=1 t=1 A 


so that we have the following : 


n b 22 D 
i (a, E) u (E) dé S* | (£—x)". B [u, (E)] E: (@, È) dé 
lm] I BP Suc) Dili Ru (0) (=, 6) de | 
b_n ぐ の b 
ut) lim f Ei (a, €) dé + [u; (2) — If F(a, €) dé 
n=n a 2 à a 


+ a RI tim | (ミー の )" DI Fi (x, €) dé 


v=l 


m ii 0 5 cn) の b A : x > © 
= = > 2 24 re = nn GAI i ñ eg le. 
Ber. 
v= v= 


Next let us assume that {Z®(x, £)} satisfies the conditions of 
Theorem 6 (except the fourth) and the following conditions : 


lim | (£a) DI POO ire) ae — 0, (v=0, 1, 2,------ Mini; 
i=1 


24 三 の a 


(a<x<b), 


lim [| (を の )" x FO (0,6) dé=m! (a<e<b). 
Then we can prove that 
n の 
lim 45; a FO (a, E) u;(€) の ミ 一 Su) (Ë—x)" R [u,(€)] A” (a, &) de | 


UNE (a<æ<b). 


ES 





au aid 2 
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Since £ [u,(£)] is continuous, we have (applying Theorem 6) 
lim PR (E—- a)" E [u,(€)] E (a, €) de=lim m! E[u,(a)]=0. 
Thus we have arrived at the following equality : 


lim 39, i FO (x, 2) (à) Eu (a), (aca. 


Theorem 8. Define a sequence { F(x, €)} as follows : 





を lim F(a, £)=0, al, 9 ) 


uniformly for all values of x and È in the interval (a,b) ; 
Jor all values of x not contained in the subinterval (a, 8) of (a,b), 








where K is a positive constant independent of x, È and n; 
For every sulinterval (a, 8) of (a,b) which does not contain の 


lim [ fe の E) de=0; 
n b 
iv. >| LAC dE < M (a<e<b), (n=1,%---.), 
where M is a positive constant independent of x and n; 


ve Im[ (€—2y > F(a, $) dé = lim > ji EE) 520) 
“ i=l 


n=a 


Be], Aus. (m—1)), 


n= の 


lim = x)" > RATS oe ind | E-ar és 6) deli 
e pata È 


for all values of x in the interval (a, b). 

Let u,(2) be an arbitrary function which has continuous differential 
coefficients to the order m for all values of an integer i and satisfies the 
equalities 


lim uf? (E) = (5), (p=0, I, 2,-..... ‚ M), 
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in which (E) is also continuous. Then 


lim > [FO CI WE) deu) (a<x<b). 


as 


8. Now we will pass to the differentiation of the function considered 
in § 6. 


Let f(t) satisfy the conditions of Theorem 7, and have the con- 
(nm) 3 
tinuous derivative LO in (a—b<t<b—a) for all values of à and x 
(<n). 


Again let w,(€) have the continuous derivative w',(£) in (a,b) for au 
values of n and 


lim un (€) =u (€), lim u', (E) =u' (€), (ai 
nz=% n= の 


where (<) is also continuous. 
Then we have 


eeeeh/eo era 





Since 


I D 
| ME) per) ade =[u, (た (一) All と 





ん 
=4,(d) 4? (b—x) —u,(a) 4° (a—%) +| u,(E) Lf (ミー@) dé, 
a L 
720), el, 2, n), (n=1, 92.…… i? 


we obtain 


Fr ie. FE (E-2) w (5) dé ih 2 yo (ea) (€) dé 
m D [u,(a) fA? (a — x) — U; (の が の (6 一 の 1 (a<a<b). 


Applying Theorem 7 to the first term of the righthand side of the 
above equality, we have 


lim © | BE HER) u (E).dE IF (x) + Dil AE —x)u (€) 
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ー ダ ⑬] dE+lim SI [uf] 


uniformly for all values of x in the interval (a, b). 
If we assume that 


lim D (t) exists for (a—b<t<b—a), 
piu. i=1 
we have the following equalities( ! ) : 


lim DI u, (a) fi? (a—x)=u(a) lim DCC (@ー め の ) 
i=1 en t=1 
+ 5 Ji(a—«) [u,(a)—u (a)], 


lim V4, (6) が の (b—x)=u(b) im SV(b—2) 
n= 2 N=R 2 


À DAG — x) [u,(b)—u (b)]. 


Again if we assume that 
he -G—b<icb—-a), (=, 9……), 


we obtain the following equality : 


n=n dx 


lim obi DIES u;(£) de) =a! (2)+u(c) lim (ua) 
ivi : en 
—u(b) lim IIC] (a<x<). 


Thus we have arrived at the following theorem : 
Theorem 9. Define a sequence { f.N(1)} as follows : 
m 7.9 (4) =0, (a-b<t<b—a), Wal va ) 


n=n 


uniformly ; 


n 
1 > Fi? (t) is non-negative for all valves of n and t in (a—b, b— 
t=1 


a), and 


lim DUO, (a-b<t<b-a) 


(1) This can bs proved by a theorem due to Kojima, On a generalized Toe- 
plitz’s theorem on limit, ete., T6hoku Math. Journnl, vol. 12 (1918), p. 39). 
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exists ; 


iii. lim i D 7 の (0 dt = lim >) Î © (D) di=1, 
mo N Ce) wer 


en 


(a--b< —¢,<0<¢,<b-a) ; 
iv. >) f re-a) Id LM, (aae<b), (nel 2e ) 


where M is a positive constant independent of の and n. 
Let u,(£) be an arbitrary function which has a continuous differential 
coefficient u'„(E) in (a,b) for all values of an integer n, and let 


lim «,(£) =u10), and “im 41 tiger an 
Nn=R n= の 


where u'(£) is also continuous. Then we have 


lime WE HP (ER) (€) dé ト の (Z) 十 4 (a) lim D — 2:) 


n=» da 


ー% (0) lim Sim b- の (ax<a<b). 


n=% 


March 1922, Mind near Osaka. 











Über gewisse Infinitesimaloperationen der höheren 
Operationsstufen, 


von 


ROBERT E. Moritz, Seattle, Wash. U. S. A. 


Teil III. Die Lehre von den Ratienten(' ). 


28. Die unendliche Reihe dr unbestimmien Formen. 

Wir gehen nun zu der Betrachtung, der Formen über, die in den hö- 
heren Operationsstufen dem bekannten Grenzausdrucke o jo analog sind. 
Dieses ist der Form nach das Verhältniss erster Stufe des Moduls null-ter 
Stufe zu sich selbst. Die erweiterte Form wäre demnach in dem Ausdrucke 
AT, = M, zu suchen, d. h. in dem Verhältniss einer beliebigen Ordnung 
des Moduls des Verhältnisses nächst niederer Ordnung zu sich selbst. In 
der Tat findet man, wenn man den Ausdruck 27,77 M, durch bekannte 
Zeichen ersetzt, 


[85] M, n+l Me [( ON (O_, wr GE AT: O/ On 


woraus ersichtlich ist, dass der Ausdruck 2,77 M, das allgemeine Symbol 
der Unbestimmtheit ist, aus welchem die Form 0/0 durch Spezialisierung 
hervorgeht. Giebt man » der Reihe nach die Werte —1, 0, 1, so erhält 


man die bekannten Formen 
2 ニード M, "テー om, 
= OF! ME ER = O10; 
Ne ee Fa 


29. Der Differentiationsprozess als Glied einer unendlichen Reihe von 
Grenzprozessen. Wir haben nun den Gesichtspunkt erreicht von dem aus 
sich die in 16. aufgestellte Frage bejahend beantworten lässt. Wie bei der 
Erweiterung zu verfahren ist, wird klar, sobald wir in der Definitionsgleichung 
des Differentiationsprozesses 

(1) Obgleich die Grundzüge der Ratientenlehre einschliesslich der Quotientiallehre 
schon in meiner früheren Arbeit (Generalization of the Differentiation Process, American 
Journal of Mathematics, Vol. 24, No. 3) entwickelt wurden, sollen sie wegen der dort be- 
nutzten schwerverständlichen Darstellungsweise hier aufs Neue durch ein einfacheres Ver- 


fahren abgeleitet und zu weiteren Schlussfolgerungen verwertet werden., in der Hoffnung, 
die schönen Resultate einem grösseren Lesekreise zugänglich zu machen, 
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dy _ hm アキ ウール ダ } ター (2) 


dt. h=o ん 
die Zeichen 
0, +, 一 , +, 
durch die gleichdeutenden Zeichen 


My > acts 


0 0 1 
ersetzen. Die Gleichung erscheint dann in der Form 
dam: ’ 
ーーー lim {| f(e+Ah)—f(x)]—h\, 
dx h=Mo 0 0 1 


aus der sich der Weg zur Erweiterung leicht erkenren lässt. 
Man setze 


9 = lim §f f(@+ h)— f(a) —hi, 
dx h=NMj 1 1 = 


00 — im [fet h)— (A, 
h=Me2 2 2 3 


の の 
und ganz allgemein \ 
[86] dy _ lim {[ 7(a@+h)— /f(x)]—h}. 

Dar h=M x n n n+1 


Setzt man rechts für ん seinen Grenzwert M,, so geht (e +4)—//(2) 
über in f(x)— fix)=M,, folglich ist der Klammerausdruck von der Form 


M,,—M,, und ein jeder der obigen Ausdrücke definirt einen Grenzprozess. 
n+1 


Die Gleichung [86] definirt nun eine unendliche Reihe von Grenz- 
prozessen und zwar ist diese Reihe zweiseitig unendlich, denn es darf ja n 
ebenso gut negativ wie positiv sein. Der Differentiationsprozess erscheint 
hiermit als das mit dem Index 0 behaftete Glied einer unendlichen Kette 
von Grenzprozessen, d.h. es ist 


II 
dpi 
30. Die Ratienten und ihre gegenseitigen Beziehungen. 
Die Ergebnisse der im vorigen Paragraphen aufgestellten Grenz- 
prozessen wollen wir kurzweg mit den Namen Ratienten belegen, aus- 


| > 
führlicher, den Ratienten der Funktion y mit Bezug auf x. Se ist der 
aL 
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Ratient n-ter Stufe, der Ratient null-ter Stufe fällt mit dem Differential- 
quotienten überein, die Quotientiallogarithmen werden wir als die Logarith- 
men der Ratienten erster Stufe wiedererkennen. 

Es soll nun gezeigt werden, wie in der Ausführung der Ratientiation 
einer gegebenen differentiirbarer Funktion zu verfahren ist. Die Bedingung 
“ differentiirbar ” ist daher notwendig, weil, wie sich zeigen wird, jede 
Ratientiation schliesslich auf eine Differentiation zurückgeführt werden 





eek ; : A, vee 
kann. Wir zeigen zuerst, dass sich der Ratient 4 einer beliebigen Stufe 
2 
n 





auf jeden der Ratienten stall i eu der beiden benachbarten Stufen 
n-1% nat 


zurückführen lässt. Diese Vorwiirts- und Ruckwartsfthrung kann beliebig; 
oft wiederholt werden, folglich ist die Möglichkeit der Zurückführung der 
Ratientiation von einer Stufe auf jede andere, also auch auf die Differentiation 
(null-ter Stufe) nachgewiesen. 


Die Definitionsgleichung des Ratienten n-ter Stufe ist 


An = Hm II flat 4) — fa) — hi. 
d nt h=M,, n n n+1 


Setzt man hierin nach [75, rechts] und [62] 
の A= rk): 
und 
JA) PC) = a+) fa 
wobei eben wie &_,=log a, so auch f_,(x)=log J (x) bedeutet, so geht 
7@+ が ー/⑲ in {fel La (0): 
über, und nach nochmaliger Anwendung von [75] folgt ebenso 
SCHI {1 (014 hah fs @) haa} 


Vergleicht man nun den letzten Klammerausdruck mit dem Klammeraus- 
druck in der Gleichung, die den Ratienten (rn —1)-ter Stufe definirt, nämlich 
Gnd — Jim {/(@+1)— fa)—R}, 

d,-1% h=M,,-1 2 一 1 n-1 n 
so bemerkt man, dass sich die beiden Ausdrücke nur dadurch unterscheiden, 
dass im ersten die Grössen mit Indizen behaftet sind. Beobachtet man 
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noch, dass als sich À der Grenze 1, nähert, h_, sich gleichzeitig der 
Grenze J,_, nähert, so erhält man schliesslich 


ar) = Im た @ コ オキ ん か ゆー た ュ の 一 人 


ーー 
dat hs ea 1 dat n=1T-1 





| 


Setzt man anderseits nach [75 links] und [61] 


a HS 4 


und 

f+ -F@O)=AC+H-A@l-r 
so ist 

a) F(@)= 1 file + h)- 17 fi) a 
und ebenso durch nochmaliger Anwendung von [75] 

Se RE Na ATI 
Es ist aber 
Ans _ lim FACS Ge RAG —h}, 


ge n= M 41 


und dieser Klammerausdruck ist gleich dem vorhergehenden, wenn man 
die darin vorkommenden Grössen mit Indizen behaftet. Da ferner M, 
und M,,, den Grössen h und A, entsprechenden Grenzen sind, so ist auch 


[88] di _ lim {A(x +). 5 — fila) —h} = ai 1 
の の 


hi=Mn41 N dai dard 


Die durch Zusammenstellung von [87] und [88] gewonnene Formel 





[89] ( i ーー any = da-ıY-ı ) 
dns Zr d,,, & An-ı%-ı ; 
lässt sich nun leicht erweitern. [87] auf ina ュ グ angewandt gibt 
n-ı% 


LIEVA = , folglich ist cul = (3) 2 


An-ı% An-2%-ı : nt An-2%-2 


und ebenso gibt [88] auf ai angewandt 


n+1% 
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\ 
Ones = (Seth | 7 oder any =i POET ) 4 
did bagni mi a,x dns 20, / -2 


Diese beiden Resultate lassen sich in 


[0] (Sue) eu) 


We eas di VG: È DE /2 





zusammenstellen. 
Durch Fortsetzung des eben benutzten Verfahrens ergibt sich die 
allgemeine Beziehung zwischen Ratienten beliebiger Stufen 


[91] ( Apr Yr ) ere ir = DEU ) 
-k ke 


(MR Ty の の One 





zwei Formeln, die sich in eine vereinigen, wenn man k das doppelte Vor- 
zeichen gibt. 
31. Gegenbeziehungen der Ratienten und Differentialquotienten. 





Setzt man in [91, links] k= —n, und in [91, rechts] n= — und k=n, 
so erhält man 
[92] ze... m 
d, の een (nt ee de, /=n 


Setzt man in [91] »=0, so erhält man 


[95] El Gan Yin ) N dela ) 


dx anes dx Ann 


Diese beiden Formeln drücken die gegenseitigen Beziehungen zwischen 
Ratienten und Differentialquotienten aus. [92] zeigt wie sich jeder Rat- 
ient durch einen Differentialquotienten, [93] wie sich jeder Differen- 
tialquotient durch einen Ratienten beliebiger Stufe berechnen lässt. Hier- 
aus lässt sich schliessen, dass es theoretisch gleichgiltig ist, welche 
Operationsstufe wir als die Basis der Infinitesimalrechnung ansehen. 

32. Beziehung zwischen (Quotientiallogarithmen und Ratienten erster 
Stufe. 

Spezialisieren wir die Formeln [92] und [93] weiter durch Einsetzung 
der Werte 1, 2, etc., für n und beachten die Beziehungen 


dy. _ aly _ 


De a AIR 
dx, dloga y dx 


2 

















i 


dx, dlog logæ logy y dx 
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dy, __ de" _e dy dy _ de ig ak VC 


E > 
de “Te meg da TE, Tae Vee IL 


so erhalten wir 


の au log æ x dy 
dia Yan d.,? log y y * ax 
[94] ee TRE, etc., 
dx の の 














: 7 ‘ 
[95] I og (END), da Jog log ( et ne ca EN 
e” 


0 a das pe RY 


ca a ist der Quotientiallogarithmus von y mit Bezug auf x [Teil I, 5]. 
a). aie 
Die erste dieser Formeln enthält daher die Beziehung zwischen “den 


Quotientiallogarithmen und den Ratienten erster Stufe, nämlich, 


da 7 7 ? di 
[96] NE ay | 2 oder KERN A 2 
dix qu /1 qx dx /-1 
Diese beiden Formeln sind spezielle Fälle von allgemeineren For- 
meln, die wir hier nur anführen wollen, ohne uns bei dem Nachweis auf- 
zuhalten. Sie sind 


[97] day = ae) Re LS fee | | 
je n-1 


dy ln: Pen A_n+ı% 


33. Latienten höherer Ordnung. 
Ist y= f(x) eine Funktion von x, so ist gewöhnlich der Ratient von 
y mit Bezug auf x ebenfalls cine Funktion von + Den Ratienten dieser 
Funktion nennen wir den zweiten Ratienten, oder den Ratienten zweiter 
du ; = du? 
Ordnung, der ursprünglichen Funktion, und bezeichnen ihn durch Belt ker 
x 
"n 
ähnlich kommt man zu dem Begriffe des Ratienten ?-ter Ordnung vermoge 
der formellen Beziehung 


[98] dny — の ae): 
Ca) N SD 


Hier sind die Ratientiationen sàmmtlich in derselben Stufe. Ist dieses 
nicht der Fall, so hat man etwa die Bezeichnung 


[99] asa Pen dn ( Am Y ) s 


Am; ne d,@ ln 
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Den Ratienten zweiter Ordnung kann man auch mittels des zweifachen 
Grenzprozesses 
di Y . . ト / i /# r 
ee lim lim {f(@+h'+h eds (4 er th A mt —h!"} 
Pe W=M,, h''=M, 7 n N+i n+l 
definiren. Als Grenze dieses Ausdruckes ergibt sich ohne Schwierigkeit 


[100] Any ={ d ln.) 


da \dx_, 





uid hieraus durch volistindige Induktion 


[101] dy — ie 
d,% aoe? 


by À 


[100] und [101] sind spezielle Fälle der allgemeineren Formeln 


[102] An y e ) dut =( Zee) 
E ん 


An T° LA Lar Ay Unit web 





34. Distributionsformeln für Ratienten. 
Es seien u= f(x), v=e(x), zwei differentiirbare Funktionen von x, und 
y=u+v. Wir wollen den Versuch machen, den Ratienten m-ter Stufe 
n 
von y auf Ratienten der Teilfunktionen « und v zurückzuführen. 


I. Es sei m>n, und m—n=k. 
Nach [92] und [70] ist 








Am (U+ ©) Le u + v)- he Be) (dat va) 
Ir の の _ = AR di 
Auch ist 
d(u_,+0. w= d(u_»+ (VÀ Le d(u_n+ vr Pn . 
A(U_nt (DA ger ty eet 


Durch Wiederholung dieser Beziehung wird 


Au_n+ Ver トッ SS 5 n 
(Un Un) -esi(Ua+U_n)-ks2 AL dt RI 


Ferner ist 
dun 


U_n-ı 


Cys = 0 LUE VUE ロ RI, 


und deshalb auch 


AU n= Une Uno Unni (Es LU ms 
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und ebenso 


OV U Unie Done i ER au ・ 
Setzt man diese Werte in die erste Gleichung ein und beachtet noch, dass 


nach [92] Lin durch (sa) und lm durch (fa) ersetzt wer- 
anti の ノー OR; Ang /-m 


den darf, so erhält man die gesuchte Distributionsformel 








m 











[103] 
cat | © の 
Un U Bud + U_,.V …・ m 
d.(u+ v = で al I vn ピー 一 1 -m+L 
ae je ) xx Amt —m d,, De, 
の a = 0 (u_n+ UBER BR | è 00000 (UntU_n)-xks1 Ti 


II. Fs sei m<n, und n—m=k. 
Es ist in diesem Falle wie zuvor 


( Ln AR m ui 
Nun ist aber 


Au nt ®_ Un 


d'u SE © in — 
À n -N/K 6 
dtc. 2: DARA 





£ (4_。 十 の _ = (Unt Olay . Ol tien + V-n)k=1, 


woraus durch Wiederholung 


Hunt LES (ule E U_n)x (U_nt Vene RL (un + Un * (Un ni UTI | 


und es ist ferner 





du_, 
un 2 ; 
U_nyiUinso "te: U_m 
dv 
REN ee ee Si 
Dont neni ae U_m 
Diese Werte führen zu der Formel 
[104] 
d„(u+%) f (Se) 
m( Ut vo i 
m 
ee An _m 


ーー (USE DEN (aa + Vial: dra (Unt ese 


( の の ) 
* da ー Mm | 


ーー の O+1 m 


の の -mU-m+ı Uns 
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IT. Es sei m=n. 
In diesem Falle verlieren die oben abgeleiteten Formeln ihren Sinn, aber 


nach [92], [70], und [93] ist 


en = (Hunt 1-91) la «23 | (as) 
(0 (ca dn n ( d,® / -n ur の の 


n 








und daher 


d,(u+v) | 
[105] n hit の の 


CD の の n の の 





Formeln [103] und [104] enthalten die Regeln für die Distribution 
der Ratientiationen m-ter Stufe von zwei Funktionen, die durch Operationen 
n-ter Stufe mit einander verknüpft sind. Fällt die Ratientionsstufe mit 
der Operationsstufs überein, so entsteht der einfachste Fall der Distribution, 
Formel [105], die der Leibniz’schen Formel für die Differentiation einer 
Summe von Funktionen analog ist. Selbsverständlich kann man in allen 
drei Formeln überall + durch 7 erstezen, wenn man gleichzeitig rechts alle 
Operationszeichen + durch — ersetzt. 

Wir bemerken noch, dass sich die Formeln [103], [104], [105] sogleich, 


auf beliebig viele Funktionen, die durch j oder 7 verknüpft sind, aus- 
dehnen lassen. Es gilt allgemein 


d,,(u+u—w etc) 














[106] % 
Oye 
—m+1 -m+l -m+1 
du dv d,,10 ; 
IT 4; (Sa) e Ha vi (=) En) Fe + ct | 
i=-n dx /-m i=-n の の ノー i=-n 7 の /-m | 
て ー た +1 54 
TT (U_n+0_n—W_ntetc) 
t=0 Im 
m=n+k; 
d,(u-+v—w etc) 
[107] RESET u I 
Am 
4 ( の の ) ( の の ) ( dv \ 
を EN Lù er | 
の /-m の の ‘=m dc m 
ーー => a). m nee à Le an C 
IL (Un tn W_nt ete), | — キー ツー ーー テー etc}, 
Du, Here II vw, 


i=-m j=—m i=-m m 


MEL: 


“i 
CRT 
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d,(u+v—w etc | 
nl 23 Le d,u , av _ dw oh 


の の don den Ed 





[106] 


Die Tragweite der Formeln [103] und [104] tritt am deutlichsten 
hervor, wenn man die Formeln nach verschiedenen Richtungen hin spezi- 
al'siert. 

Setzt man n=0, 1, 2, so erhält man die Regeln für die Ratientiation 
von Summen, Produkten und Potenzen von Funktionen. 

Setzt man m=0, so ergeben sich die Differentiationsregeln für Funk- 
tionen die durch Operationen beliebiger positiver oder negativer Operations- 
stufen verknüpft sind. Da aber [103] der Bedingung m>n unterworfen 
ist, so muss für m=O x negativ sein. Wir geben darum n in [103] das 
negative Vorzeichen und erhalten somit . 











du dv 
d(u L v) UM: sous. U, AM + VV, su... Dy EI 
[109] ESA ORI BEN 
da (Un t v,) We Un), AE ur で に Yn)ası 
d(u+v) 
[110] ——=(U_„+V_n) (Unt Un): Los: 02293 
dx 
(dw do 
à da = dx 
\ 2 の _ ュ ーー Wi fi VU; の Se ere 


Mit m=1, kommen wir auf die Quotientiationsregeln zurück. Ist 
besonders in [103] m=1, n=O, so erhalten wir 


. (が ) ( dv ) rj 
u ol ーー 
dı(u+v) =: dye /-1 da /-1 


dx U + V ot 





Es ist aber nach [96] 








(it) ge (22) _ go Ad(u+tv) _ gut?) 
EN —1 


の の qa dx gu の の gx 
folglich ist 


un WW 
giutv) _ m quo 
qu Uut+v 





Wird in [105] n=1 gesetzt, so ergibt sich 
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d(uv) _ ce) eS 
da =|( a,x es dx AL 
eine Formel, die sich mit Hilfe von [96] in 


Cu) _ ae qu 
7 の due gr 
umschreiben lässt. 


Ein interessanter Fall entsteht, wenn wir in [104] n=m+1 setzen. 
Die Formel reduzirt sich dann auf 


[111] mut) = du ) +(u DR Au 大 (v m fet) ir (< x の の i 


mt Ani = の の oe a 0 の 











Diese Formel ist der Leibniz’schen Formel für die Differentiation eines 
Produktes analog, aus der durch Einsetzung von m=0 Leibniz’sche 
Formel 


Awe) _ du , „do 
da da da 
hervortritt. 

35. Weitere Ratientiationsformeln. 

Mit Hilfe der Definitionsgleichung [86], der Distributionsformel [111], 
und den Gegenbeziehungen Operationen verschiedener Operationsstufen 
[70]—[76], lassen sich mannigfaltige Regeln für die Vereinfachung der 
Ratientenrechnung ohne grosse, Schwierigkeiten ableiten. Wir wollen uns 
hier nicht mit der Ausführung der Ableitungen weiter aufhalten, sondern 
werden uns mit der Zusammenstellung der Hauptresultate begnügen. Die 
Formeln der linken Seite entsprechen den an der rechten Seite angeführ- 
ten Formeln der Differentiationsrechnung, die aus jenen durch Gleichzet- 
zung von % mit 0 hervorgehen. 


da 








[112] o> I], (a: eine Konstante), "a ; 
118] Sim, i; 
en), On dau) _ Mu. 


Ae n+1 0,0 da da 
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T116] dii a GRIS) ーー du"), 


























の が 
7 u du” or 
— heat [wat (6ー1)。 キ ーー an 
ip > ) I id 2° dx i dr 
de" d u de” du 
177 EHE ae pe IR n Dub — e“ 5 
pr de n+1 À È dx dx 
[118] d, dy log u u Se d, u d log u Rss du 
の の n+1 n+1 dl, a dx u dx 
[119] da LIM ATA de _ 1. ; 
dy n+1 の の dy da 
[120] An _ d,u 4 Anz | du _ du dz 
dx Anz n+ı d,® de. detto 
[121] An. ACH of) ee =( 27 On is SE の の ) df (a, 7) ーー of : da 
È dit 0,2 n+1 dt dt O の - di 
di ( DER 4 ay \ Be dy. 
の eu be d, ? ft dy di 


Unter dem Zeichen a] (partieller Ratient mit Bezug auf ©) ist zu ver- 


stehen, dass während der Operation mit Bezug auf x, y zeitweilig als Kon- 
stante zu betrachten ist. Auch ist ersichtlich, dass überall durch x, né 
durch ,:,, und „+, durch „z, ersetzt werden darf ohne dass dadurch die 
Formeln ihre Gültigkeit verlieren. 

36. Die Anti-ratienten. 

Unter Anti-ratient verstehen wir die Funktion die aus der Umkehrung 
der Ratientiation hervorgeht. Ist /(x) eine gegebene Funktion von 2, so 
ist allgemein AN wieder eine Funktion von 2, die wir mit (x) be- 

joe 
zeichnen werden. Ist nun F(a) eine gegebene Funktion, so entsteht die 


Frage /(x) zu bestimmen so dass ti & — F(x) ist. Die Operation, die 


von (x) auf /(x») führt nennen, wir = Ant ralientiation und kennzeich- 


nen sie durch das Symbol Î F(x)d,x. Es ist somit 
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[122] | F(a) d,v= (2), 
worin F(x) so zu bestimmen ist, dass delle) = F(a) ist. 
RG 
Durch Vermittelung der Definitionsgleichung 
| Fla) .d,2= i] OA) 
n nJ dt 
lässt sich aus jeder Ratientiationsformel eine entsprechende Anti-ratien- 


tiationsformel ableiten. Den Formeln [112] bis [118] entsprechend gelten 
die Formeln 














[123] 1} M,d,«=a (eine Konstante), 

[124] Î M,.; du, =a + a, 

[125] Il ou も 0。 
RUE 

[126] i (< Folio. ) dura ER, 
n igs A dt 

[127] | [we ae | 2 の (6 キ 1) (6 上 1) $0, 
N. ne 

[128] | (Ca Zu re ‘a, 
. dx 

[129] Î (Tnt 2%) aigo=log er 


Den Formeln [108] und [111] entsprechend gelten die weiteren Formeln 


[130] fio > の etc) d,0 = fa OS fo are fe JTE: 


n 


[131] et: - ) Ceti Vine Kos m ) Ant. 


37. Beziehungen zwischen den Anti-ratientiationen verschiedener Operat- 
ionsstufen. Man könnte auf dem oben angedeuteten Wege fortfahren und 








236 R. E. MORITZ: 


schrittweise alle weiteren Regeln und Sätze für die Anti-ratientenrechnung 
entwickeln. Es ist aber dieses keineswegs notwendig, da, wie wir so- 
gleich zeigen werden, die Anti-ratientiationen einer bestimmten Stufe 
durch die Anti-ratientiationen einer beliebigen anderen Stufe ausgeführt 
werden können. Da nun die Anti-ratientenrechnung der nullten Stufe, d. 
h. die Integralrechnung, schon vollständig entwickelt ist, so können die 
bekannten Regeln und Sätze der Integralrechnung in der Ausführung der 
Auti-ratientenrechnung zu Hilfe gezogen werden. Es ist hierbei zu be- 
merken, dass dadurch der Integralrechnung logisch keinen Vorzug zu- 
zuschreiben ist. Wären die Regeln und Sätze der Ratienten und Anti- 
Ratientenrechnung n-ter Stufe bekannt, so könnte man ebenso gut die 


Regeln und Sätze der Diferential- und Integralrechnung aus jenen 
ableiten. 


Es sei y= Î F(x) d,x= f(x), dann ist nach [91] 


F(a)=- it (Dale) (dede) 


d,% data An-rY-x 


und daher 


Anzr Ya = Fie), の の - _ HE 


dit Un-rC_k 


Hieraus folgt 


YUE [* (x) ・ FRE Y == [EA] Ata 
72 一 ん 


N+k 


und, da y= [ F(x)d,æ, so ist schliesslich 


[2 . Arsa | =| [Ea (a) . de] . 
n+k J-k n-k 


Damit is nicht nur nachgewiesen, dass die Anti-ratientiationen #-ter 
Stufe durch Anti-ratientiationen beliebiger höherer oder niederer Stufen 
ausgeführt werden können, es ist durch [132] zugleich die Vorschrift ange- 
geben, wie bei der Ausführung zu verfahren ist. Man muss (>) durch 
F,(æ), bz, F_.(x), ersetzen, x,, bz. の -。 als die unabhängige Veranderliche 
einführen, und das Resultat der Anti-ratientiation zur entsprechenden 
Exponenz erheben. 


[132] [ Fe) ; 2e=| 
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Ist n=0, so geht [132] über in 

[133] il F(a).de= [ Ex). de = | F (a). de, 
5 

und für k=n, 

184] | F(x) de] j F.().de.] 


In [133] erscheint das Integral als ein Anti-ratient k-ter Stufe, in 
[134] der Anti-ratient n-ter Stufe als ein Integral ausgedrückt. 

38. Isomorphismus der Analyse in den höheren Operationsstufen. 
Nachdem wir im Vorhergehenden die Theorie der höheren Operations- 
stufen im Wesentlichen entwickelt haben, wollen wir hier einen Rückblick 
auf die gewonnenen Resultate werfen. 

(a) Der Versuch einer Erweiterung der Zahlenverhältnisse a—b, a/b, 
führte uns zu den allgemeinen Zahlenverhältnissen a ,b=(a:,—b_,)n- 

(b) Die Zahlenverhältnisse 4,5 als Operationen zwischen a und d 
betrachtet führte uns zu den inversen Operationen a4b=(a_„+b_,) ・ 

(c) Es wurde nachgewiesen, dass die Operationen = ,*, genau den- 
selben Gesetzen unterworfen sind wie die Operation +, X. 

(d) Der Zahlenreihe 1, 2, 3,------ und der Zahlenschicht N der null- 
ten Operationsstufe entsprechen die Zahlenreihe 1,, 2,, In" und die 
Zahlenschicht N, in der n-ten Operationsstufe und die Verknüpfungsgesetze 
dieser Zahlen in der n-ten Operationsstufe sind mit denen der null-ter 
Operationsstufe identisch. 

(e) Dem Differentiationsprozess der null-ten Operationsstufe entspricht 
der mit dem Namen Ratientiation bezeichnete Grenzprozess der n-ten 
Operationsstufe. 

(f) Dem Integrationsprozess der null-ten Operationsstufe entspricht 
der mit dem Namen Anti-ratientiation bezeichnete Prozess der n-ten Oper- 
ationsstufe. 

(g) Die Grundformeln der Differential- und Integralrechnung behalten 
für die Ratienten- und Anti-ratientenrechnung; ihre Gültigkeit, wenn man alle 
darin vorkommende Operationen und Zahlen durch die entsprechenden 
Operationen und Zahlen n-ten Stufe ersetzt. 

Die Zusammenstellung dieser Resultate berechtigt die wichtige Folgerung. 

Jeder Satz der gewöhnlichen Differential- und Integralrechnung führt 
auf eine unendliche Anzahl anderer Sätze, die man dadurch erhält, dass man 


+ 
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jeden Koeffizienten N durch N,, 


jede Addition + on we 
jede Subtraktion a ae 5 PS 
jede Multiplikation X ; ue 
jede Division IT 
jede Potenz "e O 


d'y dn Y 


K う 7 
dax” jie 


jedes Integral Il June, f 7 の,2: ersetzt( '). 





jede Ableitung 


n 


39. Erläuterungen. Wir wollen diese Abhandlung zum Abschluss 
bringen, indem wir den oben angeführten Satz durch einige Beispiele er- 
läutern. 

Als erstes Beispiel betrachten wir die Erweiterung des Euler’schen 
Satzes über die Ableitung einer homogenen Funktion mehrerer Variabeln. 
Der Satz lautet: Es sei 





u= Tax... 
eine homogene Funktion m-ten Grades in den Veränderlichen x, y, る ……… > 
also 
De fm we faa ml IE — M, 
dann ist 
2 DU EN. GU ay og Loy 


ae Oy Oz 
Es bedeute 
PI EOLIE ch 
also 
2( う =( ECE Fetes 120 ) ニ ( )>( )X( de 
i ) 三 log Peer nee sE 
Durch Ausführung der obigen Regeln erhält man dann folgende Erweiterung 


des Euler’schen Satzes : 
Es sei 


cs + A > 
LT n= KW (a na) art (y wes Quei) nai (2 neo? aa) ちか 
リリ だ ie Br =m, 
(1) Dieses ist die vollständige Erweiterung eines Satzes der für gewisse algebraische 
Operationen schon von DeMorgan (Trigonometry and Double Algebra, p. 166) angedeutet 
wurde. 
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dann ist 





Ont 
02 ( en 3. =m nzı Ue 


nv 


Für »=1, und durch gewöhnliche Zeichen ausgedrückt hat man hier- 
aus für 


u= [gs 2” Gog m’ Gog 2” ...... 3 et" m, 

ist 
x Qu 
IHa u Ox — ys m — ye rate asain a 
Für n= — 1, lautet der Satz: Ist 
3 
n=log ps Et PENS PES 0. ; log (p+ Dre parece © Mi 

so ist 


ou 
u+log=— 
log je ee —M + 4, 


und daher 





Ou Ou, du 
] (Qua Sn ne )=m. 
= の “Oy ss Oz ni 


Als zweites Beispiel wollen wir die Erweiterung des Taylor’sche Satzes 
anführen. Schreiben wir den Satz in der Form 


7(@ 十 の モバ め 十 ん [oe Orgel I” (a) + の er, 


Ota i 





INCA 
und setzen noch = F7 f(x), so ergibt sich, durch Ausführung der 
nt 


obigen Regeln, als Erweiterung des Taylor’schen Satzes 
Kerh)= fo) Rh no) [And Anrınd no) na Qe] を …… 
nant Basins ln (0) nei (hn) 
ao, 


Für den speziellen Fall n=1, und durch gewöhnliche Zeichen ausge- 
drückt, hat man ohne Weiteres den schönen schon von Carpenter(!) 





(1) American Journal of Mathematics, vol. 35 (1913), p. 105. Der Nachweis bei 
Carpenter erfordert sieben quarto Seiten. 
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bewiesenen Satz über die Entwickelung einer Funktion durch ein Produckt 
einer unendlichen Zahl von Factoren, 


log f(z) log n 418 f(xy Gogh)? : 4? log f(x) Gog mt af log f@) 
2 > * > i BE 6 o 2 k 5 È た 
f(ch) = e € d log % e 2! (d log Ve an € ! Ca log 2) 6。 





pe (log nie の log の . の 7 0<0< 1. 
(k+1)! (d log &)"*' 





Vertauscht man noch æ mit 7 und setzt dann h=1, so erhält man das 


der MacLaurin’sche Reihe analoge Produkt 
log TC) log e I0ETAI Cog 2) Ad? tox FC) (ogm) ak log SG)": 


Ss — [70 ER R 
g 21 | log 1)2 À log 
f(x) —€ e alogl à CHOEU)S © yee e k (ilog 1) e, 





R— (log et d**' log fi 0”) 


gini <a AS OSB 
(eee md log lyr aa 


_ Axiomatic Investigation on Number-Systems, Ino) 
by 


KUNIZO Yonryama, Fukuoka. 


(C) Rational Numbers. 
Introduction of New Numbers. 


Consider the class of integers already defined, and take any two num- 
bers of them, and denote them by a, 8. From this pair of numlers, we 
construct a new thing which we denote by (a, 3). In order that we may 
treat it as a number, we lay down the following definitions and postulates. 

Definition (A). The two numbers (a, Mer, and (w 5')y., are said 
to le equal when and only when aQP=PRa’. 

Definition (B). The number (a, Bass is said to be greater than or 
less than the number («', ps, according as a ®B' is greater than or less 
than BBQ a’. 

Postulate (I). (a, 8) p29 D(a’, Mesa) BR“), 8 as}. 

Postulate (IT). (a, Ne, Marla Qe’, PDA). 

The assemblage of all numbers thus constructed with the above de- 
finitions and postulates is called the system of rational numbers. 

Remark. In this new number (&, Flac 3 is always different from 
zero. But, for the sake of simplicity, hereafter we shall denote our new 
number by (a, 8) simply and omit 2+0. Therefore, by the symbol (a, ?), 
B=0 is always understood. 

Here we shall study what numbers are defined by the above postul- 
ates and definitions. 

Theorem 1. The new system of numbers {(a,B)} is a more extended 
one than the system of integers and contains the latter system as its sub- 
class. 

Proof. (1). First of all, when a= F@7Y, the new number (a, B) is 
equivalent to the integer a @$=;. 

For, (a). when «a= @y, if the relation (a, 2)=(e’', 8’) holds good, 
then by the definition of equality, we have the relation a ® =P Qa’, and 
accordingly we have the relation 





(1) Continuation of the paper havinz the same title in this Journal, vol. 22, pp. 99-137, 
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BQrQ8=B@ «", 


or raQp=a', 

Or "Or; 

or eher: 
Therefore aaO. 


Thus if the relation (a, 3)=(@', 3’) holds good, then the relation à © ?= 
a’ © 3! also holds good. The converse is also true. 

(b). Similarly it may be proved that, when a=PQy and a'=p' 
Qzy', if the relation CREER holds good, then the relation (@ © À) 
=(a'©f') or »>y' also holds good : and conversely, if the relation (x 
@p)Z(e' OF’) holds good, then the relation (a, の 三 (e 3’) also holds 
good. 

(c). Further, if we put (v⑤ め instead of (a, の in Postulates (I) 
and (II), then these postulates are all satisfied. 

Thus all definitions and postulates which completely define the new 
numbers are all satisfed by the integer (a ©) when a = By. Enac: 
fore, our new number (a, 3) may be considered to represent the integer 
y when «= 3&y. Moreover, it may easily be seen that any integer may 
be denoted by one of our new numbers, which has the form (a, Hate 
(2⑳7)). Hence we may say that the class of all integers may be re- 
presented by the class of new numbers }(«, A git 

(2). Secondly, when e キ 2⑳7 し the number (a, 3) has no cor- 
responding one in the class of integers; so the assemblage of them de- 
fines a quite new system of numbers. We shall call this class of num- 
bers the class of fractions. Thus the assemblage of all integers and 
fractions constitutes the class of rational numbers. 

Fundamental Properties of the New System of Numbers. 

From the above postulates and definitions, it may be proved that all 
fundamental theorems concerning the operations and comparison of num- 
bers are also true in this new system of numbers. This may be done as 
in the case of natural numbers and integers. 


Removal of Restriction of Operat.ons. 


Theorem 2. Two direct operations ® and & and an inverse oper- 
ation © can be performed without any restriction in this system of numbers. 
This may be proved in a similar manner as in the case of integers. 
In the system of natural numbers and that of integers, the second 
inverse operation a © /? is possible only when a=3®7; in all other cases, 
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it is impossible. But in the system of rational numbers, the operation & 


is always possible for any two numbers of the system (except the division 
by zero). 


Theorem 3. The second inverse operation © can be performed without 
any restriction in this system of numbers (except the division by zero). 
Proof. Taking any two numbers (a, B) and (a’, 3'), we have only 
to find the numbers (4, v) satisfying the relation 
(a, 3) @ (4% »)=(a, 3) ((e', 9°)=#0) 
to prove this theorem. Now, by Postulate (IL), we have the relation 
ARENA Q FR»). 


Therefore, we have to find the integers y,» satisfying the relation 


(a' ’ /4, p' & v)=(a, B), 


or the relation e'OLRP=P Qv@a (by definition of equality), 
or the relation LANA Qa). 


But to satisfy this condition, it ig sufficient to take (4, »), such that 

(4 v)=(P IA SP). 
Now 3'@Qe@ and a'@9 are both integers, and since (æ/, 3’) is not zero, 
a’ is not zero; and moreover, by the fundamental convention of our 
number, also 8 is not zero. Therefore a! @ is not zero, so that (y, v) 
is a number belonging to our system of numbers. 


Existence of Particular Elements. 


Theorem 4. There exists one and only one positive unit-element, 
namely the number (a, a). Also there exists one and oily one negative 
unit-element, namely the number (一 w,w). Moreover, there exists one and 
only one zero-element, namely the number (0, a). 

Definition. The number (1, a) is called a subunit of rational num- 
ber. 

From this definition, we may deduce the theorem. 

Theorem 5. Any rational number may be produced from an integer 
by multiplying it to subunit. 


Non-Contradiction and Independence of Postulates. 


That Definitions (A), (B), and Postulates (I), (IL) in this system of 
numbers do not imply a contradiction may be seen by a similar consider- 
ation as in the case of integers, since all these definitions and postulates 
are satisfied by the system of integers. Moreover, that Postulates (I) and 
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(IT) are independent of each other may also be seen by the same con- 
sideration as in the case of integers. 


Denumerable Dense Set of Things. 


Denumerable dense set of things are characterised by the following 
properties : 

(1) if « and dare elements of the class K, and a<, then there is 
at least one element « in K, such that a<x and 区 さり 

(2) the class K is denumerable. 

Theorem 6. Our system of numlers is a denumerable dense class of 
things. 

Proof. Take any two numbers of our system (a, 3) and («', 3’), and 
suppose that (a, 3) is greater than (a', 3), then by the definition of 
equality, we have 

| (a, 8) =(2 af, 283), 
(a, B)=(2a'?, 2 33), 
and, since (a, ?) is greater than (a’, 3’), we have 
(2 of’) (283) > AR) 
or 2 ap’ > 2 a'f. 
Now a and a’3 are integers, and therefore they differ by 1 at least, 
“nd therefore 2 «3! and 2a’? differ by 2 at least. Accordingly, there is 


at least one integer lying between 2 a3’ and 2 a’ 3, denote it by 7. Then 
(7, 2 BB) satisfies the relation 


( , 3) < (7; 2 B3') i (a, 3), 


and clearly this number (7, 2 7’) belongs to our system of numbers. Thus 
our system of numbers has the property (1). That it has also the pro- 
perty (2) may ke proved by the same method as that used in proving 
the property (2) of ordinary rational numbers, taking a ard Pas numer- 
ator and denominator of ordinary rational number. 

Thus, from the system of integers, we have constructed a more ex- 
tended system of numbers which satisfies the four great principles: 

1. principle of permanency of Form, 

2. principle of freedom の direct and inverse operations of the first 
and the second orders, | 

3. principle of non-contradiction, 

4. principle of denumerable density. 


— 
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(D) Real Numbers. 


Dedekind has defined the real numbers by the “cut” of the class of 
rational numbers. Here we shall use his idea and make suitable change 
of it to fit for our purpose. For this, we shall first derive a system of 
numbers from the class of rational numbers before to introduce real 
numbers. 

Derived System of Numbers. 

Divide the class of all rational numbers into two groups À, 3, such 
that every number of A is less than any number of 8, then A always 
contains all negative numbers less than a certein negative number, and 
Bd always contains all positive numbers greater than a certain positive 
number. We shall call each of A, 8 the conjugate group of the other. 
Now make such divisions of all rational numbers in every possible ways. 
Of all these groups, first consider the assemblage of all groups belonging to 
the type 3 : then there are three kinds of them. For, if we take a rational 
number 5 and put all rational numbers greater than b into the group 8, and 
all rational numbers less than 6 into another group À, and put 5 itself into 
the group 8, then 8 has the least element 5 in it; and if we put 6 into 
the group 4, then % has no least element in it, (instead of it,-% has the 
greatest elemen in it). But the former 8 and the latter 3 differ by only 
one element 6. Denote by %, the group belonging to the former type 
and by 8, the group belonging to the latter type. Now there is still the 
third type of them; for, take a natural number 2, for example, and put 
all rational numbers whose square (a @)a is called the square of a) is less 
than 2 into the group X, and put all rational numbers whose square is 
greater than 2 into the group 8. Then, since there is no rational num- 
ber whose square is equal to 2 (which may be proved in the usual man- 
ner), the above groups A, B contains all rational numbers, yet A has 
no greatest element and 3 no least element. "Therefore the group B of 
this type differs from the types 93, and B.; denote such group by %,. 
Thus the three kinds of groups of the type B are 

1 that which has the least element in it, (3, type) 

2 that which has no least element in it, but has always a correspon- 

ding group %,, differing from it by only one element, (8, type) 

3 that which has no least element in it, and also has no group 8, 

differing from it by only one element. (8; type) 

Now we consider each of these groups as one thing and set up the 
following definitions and postulates in order to treat it as a number. 
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Definition (A). Two groups Bu, VB, ere said to te cqual to each 
other when and only when the elements of the two groups are identical 
with or differ from each other by only one element. 

Therefore, in order that B,, and B, may be equal to egch other, both 
of them must belong to the same kind, or one of them to %, while the 
other to B,, but never one to 3。 and other to B, or B.. 

Definition (B). When %,, and %, are not equal to each other, from 
the fundamental property of the groups, one of them wholly contains the 
other as its proper part. In this case, if 8, contains B, as its proper 
part, then B,, 18 said to be less than 8,, and conversely BV, is said to be 
greater than Bm 

Postulate (I). By Bn OB, is meant the group which consists of all 
the numbers resulting from the sums of any element of 3, and any ele- 
ment ot IC symbol it DO, = bet end B,=!b,}, then 3, つの め , 三 
TIGE 

Of the groups belonging to the type B, that which contains no negetive 
clement is called the group of the first kind; and that which contains 
some negative elements is called the group of the second kind. 

Postulate (II). 1. In the case in which both of B, and 3, belong 
to the first kind, by Bun QB, is meant the group which consists of all 
numbers resulting from the products of any element of VB, and any ele- 
ment of 8,. In symbol, Bn @ B= {bn 9}. 2 In the case in which 
both of B, and VB, belong to the second kind, by Bn @ Bn is meant the 
group consisting of all numbers resulting from the products of any element 
of the conjugate group of V, and any element of conjugate group of Bn: 
In symbol, 5, る 。 三 (b'nD0 n}. (Here p/„ denotes any element of the 
conjugate group of %,,). 3. In the case in which one of 3, and B, 
belongs to the first kind while the other belongs to the second kind, by 
B, QB, is meant the conjugate of the group consisting of all numbers 
resulting from the products of any element of VB, and any element of the 
conjugate group of 5, In symbol, Bn, OBr= tn © pt’. (Here it is sup- 
posed that %,, belongs to the first kind and %, to the second kind). 

Remark. If, in {6,€66,}, there are elements which are equal to one 
another, then we make a convention that one of them is reserved and 
all others ave taken away from the group {Dm Db,}, so that there is no 
repeated element in it. The same convention is made of {bn ® br}. 

The system consisting of all numbers belonging to the type や is called 
a derived number-system of the first kind. 

Secondly, consider the assemblage of all groups belonging to the type 
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U, then, as in that of the type ®, there are three kinds of them, denote 
them by A, A., A. To treat these groups as numbers, we lay down the 
same definitions and postulates with regard to the equality and the oper- 
ation @ as in the type B. To get the definition of inequality, we only 
interchange “less” and “greater” in the definition of the type 5, all 
others remaining the same. Postulate concerning the operation & is given 
as follows. 

Denote the conjugete groups of X,, and An by B,, and 8, respectively, 
then B,, ©, is completely determined by Postulate (II), and its result 
is also a group of the type 3 : denote it by B’. Take the conjugate group 
of 8’ and denote it by W. Then by %,,@ À, is meant the number 9’. 

The system consisting of all numbers belonging to the type A is 
called a derived number-system of the second kind. 

From the above postulates we have the following theorems at once. 

Theorem. The sum or the product of any two numbers of the type 
X (or the type 3) is also a number of the same type. 

Theorem. If %, and A, are conjugate numbers of %,, and B, re- 
spectively, then X,, DA, is also a conjugate number of B,, @ %,,. 

Theorem. In the above case, A, DA, is also a conjugate number of 
Dn BB, in general; only in the special case, it may happen that (XA, 
%,) and (B,®8,) lack only one rational number among their elements. 


Real Numbers. 


With pairs of numbers taken from the above derived number-system, 
we construct a new system of numbers in the following manner. 

From the derived number-systems of the first and second kinds, take 
two numbers A, B respectively, such that, in (A, 3), all rational numbers 
(with the exception of at most one of them) are contained under one of the 
following: conditions : 

(i) none of them is repeated nor lacked, 

(ii) one and only one of them is repeated, 

(ii) one and only one of them is lacked. 

That such three cases may really occur may be seen at once; namely 
if we donote by X, the group containing all rational numbers less than a 
rational number m, but not m; and by A, that containing m also; and by 
Ù, that containing all rational numbers greater than m, but not m itself ; 
and 3, that containing m also; then %, and A, or B, and À, contain all 
rational numbers in them, every rational numbers occurring only once; 
%, and U, contain all rational numbers, m and only m being repeated ; 
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3, and À, contain all rational numbers, m and only m being lacked. 

| With such pair of numbers À, B, we construct a new thing and de- 
note it by (U, B). In order that we may treat it as a number, we lay 
down the following definitions and postulates. 

Definition (A). The two numbers (X, B) and (W, B') are said to be 
equal to each other when and only when A=Y and B=’. 

Definition (B). The number (A, や ) is said to be greater than or 
less than the number (W, B') ac’ording as A is greater than or less than W 
(or according as B is greater than or less than DB’). 

Postulate (I). (4 BOM, B)=(AGA BAB’). 

Postulate (II). (A, B)BD(Y, H)-ADU, BO DE 

The system of all numbers thus constructed with the above definitions 
and postulates is called the system ol real numbers. 

Here we shall study what numbers are defined by the above definitions 
and postulates. 

Theorem 1. The new system of numbers is a more extended one than 
the system of rational numbers and contains.the latter system as its subclass. 

Proof. From the mode of construction of new numbers, they may be 
divided into the following classes. 

(i). A has the greatest element and 9 has the least element. In 
this case, these grestest and least elements must be the same rational 
number as may easily be shown from the property of the new number; 
denote this element by m. The case is nothing else than that in which 
(X, B) has one and only one repeated element. | 

(ii). 9% has the greatest element and ® has no least element, or 3 
has the least element and A has no greatest element; denote this greates’ 
or least element by m. This case is the one in which (A, 8) contains 
all rational numbers, each occurring only once. 

(iii). 9% has no greatest elemen: and % has no least element. This 
case is subdivided into the following two: 

(a) (U, B) contains all rational numbers except one and only one 

rational number, denote this excepted rational number by m; 

(b) (U, 3) contains all rational numbers, each occurring only once. 
That these two cases (a), (b) may really occur is easily seen from the 
previous discussion in which we treat the three kinds of the type 3. 
Also that the case in which (2, 8) contains a repeated rational number 
cannot occur in the case (iii) is easily seen from the definition of (A, B). 

Now, in the assemblage of all our numbers, consider the subclass 
consisting of all the numbers belonging to the cases (i), (ii), (ii), then 
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this class of numbers is equivalent to the class of all rational numbers. 
For, in all three cases, (4, 8) has one and only one characteristic rational 
number, that is, each of (2, B) has one and only one repeated rational 
number ; or one and only one lacked rational number; or one and only 
one of %, B has the greatest or the least rational number. Denote 
this characteristic rational number by ın, then (U, 3) always determines 
one and only one rational number m. Let this rational number m cor- 
respond to the new number (A, 8), then we may at once prove the 
following relations between these two numbers m and (U DB). 

(i). When the rational numbers m and m’ correspond to the new 
numbers (U, B) and (A, B’), if (U, 8) is equal to (W, %'), then m is 
equal to m’; and conversely. 

(ii). If (2, 8) is greater than or less than (W, 8’), then m is also 
greater than or less than m’; and conversely. 

(ii). If we take m and m’ instead of (A, B) and (W, 7 ), they satisfy 
Postulates (I) and (II). 

Thus all definitions and postulates which completely define the new 
number (A, B) are all satisfied by the rational numbers m in the cases 
(i), (ii), (iii). Therefore our new numbers in these cases may be con- 
sidered to represent the rational number m. Moreover, it may easily be 
seen that any rational number m may be denoted by one of our new num- 
bers. Hence we may say that the class of all rational numbers may be 
represented by our new numbers in the cases (i), (ii), (U1) 

Next consider the assemblage of all new numbers belonging to the 
case (ili), The number of this class has no corresponding element in the 
class of rational numbers by the above mode of consideration. Therefore, 
the assemblage of them defines a quite new class of numbers; we shall 
call it the class of irrational numbers. Thus the assemblage of all rational 
and irrational numbers constitutes the system of real numbers. 

Fundamental Properties of the New System of Numbers. 

Theorem 2. If ( DB) and (W, B') are any two numbers of our 
system, then (A, B) GBA’, B’) and (A, B) Q(x’, B’) are also elements of 
our system. 

Proof. (i). If A and W have the greatest elements a anda’, and 
BV and B' have the least elements 5 and 6’, then AGN' contains all ra- 
tional numbers less than or equal to a®a'; and BGY contains all 
rational numbers greater than or equal to b ®0'. But, in this case, as 
was already remarked, a a’ and 5 つの are equal to each other ; therefore 
ABA and BD contain all rational numbers and they have one and 
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only one rational number aDa/=09 DI in common, so that (ABW, B 
&%’) belongs to our system. 

(ii). If % and W have the greatest elements a and a’, and at least 
one of B and B’ have no least element, then A ©? contains all rational 
numbers less than or equal to a Da’; and BD’ cont.ins all rational. 
numbers greater than a@a’, but not aq の cg itself; therefore UW and 
BQ WB’ contains all rational numbers, every number occurring only once, 
so that (AGW, BHY’) also belongs to our system. The same is true 
when $ and 9’ have the least elements and at least one of A and W has 
no greatest element. 


(iii). If at most one of A and WA has the greatest element and at " 


most one of B and 9’ has the least element, then both AHW and BA 
3’ have neither the greatest nor the least element. If a and a’ denote 
any two elements of % and % respectively, then ABW contains all 
rational numbers less than or equal to a Da' ; and if 6 and D’ denote any 
two elements of 8 and %’, then BB contains all rational numbers 
greater than or equal to 6@o’. Now we can make the difference of a@ a’ 
and bb’ as small as we please by taking a, a’, 6 and 6’ suitably, 
since we can make so of the difference of a and 6, and also of the differ- 
ence of a’ and 6’. Hence we can deduce that ADN and BE PF" must 
contain all rational numbers with the exception of at most one rational 
number. To prove this, suppose that, if possible, they would not contain 
two rational numbers m and n (m>n), then 8G’ could contain no 
rational number less than m and GS could contain no rational number 
greater than n. For, if B@8B' contained a rational number f (f<m), 
then, since BY must contain all rational numbers greater than f, so 
it would contain m, contrary to our supposition; and if ABW contained 
a rational number f (f>n), then since AD W must contain all rational num- 
bers less than f, so it would contain r, again contrary to our supposition: 
Therefore all rational numbers of 24%’ must be less than n, and all 
rational numbers of & GB’ must be greater than m, so that the difference 
of any element of XGX and any element of 8%’ would be greater 
than mn, again contrary to the above assertion. Thus it follows that 
APA and HEAVY’ contain all rational numbers except at most one ra- 
tional number. Next YHA and BBY can have no common rational 
numbers, since any element of XG’ is less than any element of dB DB’ 
in this case. Therefore again (ABW, BBB’) belongs to our system. 

Thus, in all cases, (A, B)B(W, 8’) belongs to our system of num- 
bers. 
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Remark. Even when both (U, ®) and (W, y ) denote irrational 
numbers and accordingly each of them contains all rational numl ers, it may 
happen that their sum (AB, BO 9%) does not contain a certain rational 
number. For example, when they denote irrational numbers m. Ch, の ーー 
and —n. a; Gr... their sum denotes the rational number m© n. But this 
rational number is contained ‘neither in AD nor in à OB’. AU other 
rational numbers are contained either in WHA’ or in SDY". 

Similarly, it may be proved that (A, 3) (A, B ) belongs also to our 
system of numbers. 

Theorem 3. If (A, 8) denotes an irrational number, then it is greater 
than any rational number contained in À and is less than any rational num- 
ber contained in &. 

Proof. Take any rational number a contained in % and denote by 
A, the class of all rational numbers less than a, and denote by 3, the 
class of all rational numbers greater than a, then the real number (A, VB) 
denotes the rational number a as was already stated. Now since (A, B) 
is an irrational number, À has no greatest element, so that a cannot be 
the greatest element of it. Accordingly X contains more than one number 
greater than a. Thus, by Definition (A), À is not equal to N, and moreover 
it contains A, as its proper part. Therefore, by Definition (B), A is greater 
than X, and accordingly (4, B) is greater than (A, ®,). Similarly (A, 8) is 
less than any rational number 5 contained in ®. Having proved these 
fundamental theorems, we can prove all other fundamental theorems by a 
similar method as that used in the case of Dedekind’s “ cut.” 


Removal of Restriction of Operations. 


In this system of numbers, the four operations (addition, multiplication, 
subtraction and division) can be performed without any restriction. Moree 
over, we may prove that any evolution of any positive number of this class 
can also be performed without any restriction, though it is not so in all 
previous systems of numbers. For, to find n! root of (U, B), take any 
positive rational number m and if its n° power is less than (X, ®), then 
put it into the group A, ; and if its n” power is greater than (A, ®), then 
put it into the group ®, and if its n° power is equal to .(X, B), then put 
it into one of X, and Ÿ,; and do this of all positive rational numbers, 
then any positive rational number is contained in one and only one of X, 
and %, and none of À, and %, is vacant. Now add to A, all negative 
rational numbers and zero, then (9[, 9,) contains all rational numbers 
every number occurring only once. Therefore (A ®;) is a number of our 
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system. Next raise (U, %,) to the x” power and denote it by (A, 3。), 
then it may easily be seen that À, contains all rational numbers (except 
at most one element) of À, and %, those of %, so that (U, 8.) is equal 
to (A, B). Therefore (A, B,) is a n° root of (A, B). 


Existence of Particular Elements. い 


Theorem 4. There exists one and only one zero-element in our system 
of numbers. 

Proof. Denote by Ay the class containing all rational numbers less 
than zero, and by A, the class containing A, and moreover zero itself. 
Further, denote by By the class containing all rational numbers greater 
than zero, and by ®, the class containing 9,’ and moreover zero itself. 
Then by the definition of equality, we have 


(2), Bo) se (U, Bo) = (Ay; Bo) =" (Qh, Bo), 


and moreover, by the postulate concerning ©, we have 


(U, Bo) D A, 3。) ニ (5 の Us BHB)= Ur Bo) 
Therefore (A, B,) is a zero-element : and that there is no other zero- 
element may be proved as follows. 
Suppose that (A, ®) is a zero-element, then we have 
A, B)D (A, B=(AGA, BGV)=(A, B). 

Therefore we have 

Now if À has the greatest element a, then from the relation ADA=A 
we must have a@a=a, therefore a=0; accordingly A is equal to A, and 
thus (A, 3) is equal to (A, Bo) or (AU, By). The same may be said of 
(4,93) when % has the least element; namely in this case (A, B) is equal 
to (A, Bo) or Ay By). If A has no greatest element and 9 has no least 
element, then denote (U, 8) by f (f may be rational or irrational), then 
{ is greater than any rational number contained in A and is less than any 
rational number contained in 8. Now in order that AGA=A, BPBS= 
% may hold good, it is necessary that f@f—f must hold good by the 
definition of equality and the postulate of the operation ®. Therefore if 
{ is rational, then f is zero, and 9[ and % are equal to A, and By, so that 
(U B) is equal to (U, Bo’). Next, if f is irrational, then f is different 
from the rational number 0 and is greater than or less than it. Suppose 
that it is greater than 0, then A contains 0 and some rational numbers 
greater than 0. Now, by the definition of À and 8, we can always take 
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two rational numbers a” and b from A and 9 respectively, such that D” 
© a’ is equal to or less than a rational numker n, however small it may 
be. Therefore all rational numbers of (A, 8), lying between a” and 6”, is 
different from a” by a number less than n. If we take n sufficiently small, 
then we can always take a’’, such that it is positive and is greater than 
1; and accordingly aa” is greater than a’ On=6", and so it must 
belong to 8. Therefore AHA would be greater than À, and so in this 
case the equality would not hold good. When f is less than zero, a similar 
discussion leads to the same result. Hence it follows that, if Ql, 8) D (A, 
V)=(A, B), then (A, や ) cannot be irrational. Q. E. D. 


Theorem 5. There exists one and only one positive unit-element in our 
system of numbers. 

Proof. When A, U’, 8, B;/ denote the numbers of the same nature 
as in the above theorem, taking 1 instead of 0, we have 


(A, BJ=Q', B=’, B)= A, Br’) 
and U VOM WU, BOB), Bi). 
Therefore (U, %,) is a positive unit-element, and that there is no other 
positive unit-element may be proved as in the above theorem. 


Theorem 6. There exists one and only one negative unit-element in our 
system of numbers. 

This may be treated as in the above theorem. 

Further, that the definitions of equality and inequality and the postu- 
lates concerning the operations の and @ do not imply contradiction in 
this system of numbers, and moreover, that Postulates (I) and (II) are 
independent of each other may be seen by the same consideration as in 
the case of rational numbers. 


Continuous Set of Things. 
The continuous set of things is characterised by the following pro- 
perties : 
(i) it is a simply ordered class, 
(ii) it satisfies Dedekind’s postulate, 
(iii) it satisfies the postulate of density. 


The linear continuous set of things is a continuous set which satisfies a 
further condition called the postulate of linearity(* ). 


Theorem 6. Our system of numbers is a linear continuous set of things. 








(1) See Huntington, The Continuum, p. 44, 


254 K. YONEYAMA: 


This may be proved by the mode of construction of our numbers and 
our definitions of equality and inequality. 

Thus, from the system of rational numbers, we have constructed a more 
extended: system of numbers which satisfies the four great principles : 

1. principle of permanency of form, 

2. principle of freedom of direct and inverse operations of the first 

and second orders, 
3. principle of non-contradiction, 
4. principle of linear continuity. 


(E) Complex Numbers. 


Consider the class of real numbers already defined, and take any two 
numbers of them, and denote them by a, b. From this pair of numbers, 
we construct a new thing which we denote by (a, b). In order that we may 
treat this thing as a number, we lay down the following definitions and 
postulates. 

._ Definition (A). The two numbers (a, の ) and (a', の ) are said to le 
equal when and only when a=a' and の ニム 

Definition (B). The number (a, b) is said to le greater than or 
less than the number (a', b') according as a is greater than or less than 
a’, and if a is equal to a', then according as bis greater than or less than の . 

Postulate (I). (a,,)@(a',v')=(a@a, bb"). 

Postulate (IT). (a,b) Q(a', b')=(aa! © bv’, ab’ Rab). 

The assemblage of all numbers thus constructed with the above de- 
finitions and postulates is called the system of complex numbers. 

Here we shall study what numbers are defined by the above definitions 
and postulates. 

Theorem 1. The new system of numbers is a more extended one than 
the system of real numbers and contains the latter system as its subclass. 

Proof. When 5=0, the new number (a, b) is equivalent to the real 
number a. For, if two numbers (a, b’),_) and (の , b')y29 ave equal to each 
other, then, by Definition (A), a is equal to a’; and conversely. If 
(@ の ,-。 is greater than or less than (a’, D’),_., then, by Definition (B), a is. 
greater than or less than a’; and conversely. Further, if we take a and 
a’ instead of (a, 0) and (a', 0), Postulates (I) and (II) are also satisfied. 
Moreover, to any real number a, there is always a corresponding new 
number (a, 0) which is equivalent to it. Therefore, the class of all real 
numbers may be represented by the class of new numbers (の の たね 
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When b+0, the class of the new numbers represents a quite new 
class of numbers. In this case, if a=0, then (a, b) is called an imaginary 
number; and if a=#0, then (a, b) is called an essential complex number. 
Fundamental Properties of the New System of Numbers, 

From the above postulates and definitions, it may be proved that all 
fundamental theorems of number-systems already obtained hold good in 
this new system of numbers. Since the method of proving them presents 
no difficulty, we shall not enter into it. Only the following remark will 


be added as it is one of characteristic properties of this system of numbers, 


In any system of numbers previously treated, there is no element, such 
that its square is equal to a negative number. But, in this new system 
of numbers, there are such elements. For example, consider the number 
(0, 6), then we have 


(0, の @(0, の =(0G め 0G0)=(-2, 0). 


But the number (0, 0) is a zero-element since the relation (0, 0)@(0, 0)= 
(0, 0) holds good; and (0, 0) is greater than (一 の , 0) by Definition (B). 
Therefore (一 の, 0) is a negative real number. Now 6 may be any real 
number and so (0, 8) may be any imaginary number. Thus we have 
the theorem. 

Theorem 2. The square の any imaginary number is equal to a ne- 
gative real number. 


Existence of Particular Elements. 


Theorem 3. There exists one and only one zero-element (0, 0) in our 
system of numbers. 

Theorem 4. There exist one and only one positive unit-element (1, 0), 
and one and only one negative unit-element (—1, 0) in our system of 
numbers. | 

As we have already seen, the numbers whose square is equal to a 
positive unit-element are positive and negative unit-elements and only 
these. Now in our new system of numbers, besides such numbers, there 
are numbers whose square is equal to a negative unit-element. For 
example, 

(0, 1)S (0, 1)=(—1, 0), 

(0,--1) @(0,-1)=(—]1, 0). 
Namely there are two such numbers, and it may be proved that there is 
no other number having such a property. For, if (a, 6) is any number 
having such a property, then it must satisfy the relation 
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(a, の ⑳(% b)=(aa © bb, abBab)=(—-1, 0) 
and accordingly the relations aaQbb=—1 and 2ab=0 must hold good. 
Now 5 cannot be zero, for, if so, the relation aa=—1 would hold good, 
contrary to the property of real number a. Therefore, from 2ab=0, it 
follows that g must be zero and accordingly follows the relation が 三 1. 
Hence 2 must be +1 or—1. Thus we have two and only two numbers 
(0,+1) and (0,—1) as the required ones. We shall call these numbers 
positive imaginary unit and negative imaginary unit respectively ; and we 
shall denote them by 十 ? and 一 ? respectively. 
Theorem 5. Any imaginary number may be produced from a real ・ 
number by multiplying it to an imaginary unit. 
Proof. Any imaginary number may be represented by (0, 6) and any 
real number by (a, 0). But, by Postulate (II), we have 
(0, 5)=(0# 12207 
Therefore, any imaginary number is represented by the product of the 
imaginary unit (0, 1) and a real number (0, 0). 
Theorem 6. Any essential complex number may be produced by the 


sum of a real number and an imaginary number. 
For, by Postulate (II), we have 


(a, b)=(a, 0)& (0, b)=(a, 0) GiB, 0)@Q(O, 1)j=a Be. 
Further, that our postulates and definitions do not imply contradic- 
tion, and moreover, that Postulates (I) and (II) are independent of each 
other may be seen by the same consideration as in the case of real 
numbers. 


Removal of Restriction of Operations. 


In the system of natural numbers, three direct operations (addition, 
multiplication and involution) can be performed without any restriction, but 
none of their inverse operations (subtraction, division, evolution and loga- 
rithmic operation) can be done so. In the system of integers, all direct 
operations and only one of inverse operations (subtraction) can be per- 
formed without any restriction; and in the system of rational numbers, 
one more inverse operation (division) can be done so. Further, in the 
system of real numbers, one more inverse operation (evolution of positive 
numbers) can be done so. Lastly, in the system of complex numbers, ali 
direct and all inverse operations can be performed without any restriction. 
Thus, for the first time, in the system of complex numbers, we get per- 
fect freedom of operations. Hence the theorem. 
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Theorem 7. In this system of numbers, all direct and .all inverse 
operations of the first, the second and the third orders can be performed 
without any restriction. 

Moreover, considered as a set of things, the system of complex num- 
bers forms a twofold continuous set. 

Thus, from the system of real numbers, we have constructed a more 
extended system of numbers which satisfies the four great principles : 

1. principle of permanency of form, 

2. principle of perfect freedom of all operations of the first, the second 

and the third orders, 

3. principle of non-contradiction, 

4. principle of twofold continuity. 

Conclusion. Thus far, ly a simple, unified and rigorous method, we 
have constructed many alstract systems of numbers, and thus have extended 
the domain of numbers step by step, starting from only one thing and only 
two operations, and successively introducing new systems of numbers under 
the same principle. At last we have reached the great mental structure 
having the following fundamental properties : 

1. st satisfies all fundamental laws of comparison and operations, 

2. it enjoys perfect freedom of the seven fundamental operations, 

3. it forms a continuous set of things, 

4. it is free from contradiction. 

And the method of constructing these structures is characterised by the follow- 
ing two important properties: — 

1. 7 introduces new systems of numbers by one and the same method 

(method of “ pur of numbers”), 

2. ⑰ introduces new systems of numbers without any aid of concrete 
or geometrical quantities. 

By this nethod, we may proceed one step further, and may construct 
quaternion from a pair of complex numbers, though, in this system, the 
commutative law does not hold good generally as is well known. 


(F). Quaternion. 
Introduction of New Numbers. 


Consider the system of complex numbers already defined, and take any 
two numbers of them, and denote them by a, f. From this pair of 
numbers, we construct a new thing which we denote by (a, 8). In order 
that we may treat it as a number, we lay down the following definitions 
and postulates. 
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Definition (A). The two numbers (a, B) and (a', 9) are said to be 
equal to each other when and only when a=a' and B=). 

Definition (B). The number (a, 3) is said to be greater than or less 
than the number (a', 3') according as の is greater than or less than a', and 
when a is equal to a', according as 3 is greater than or less than 3. 

Postulate (I) (a, P)D(a', f')=(a Ga, BP). 

Postulate (II) (a, la, F)=(ax 93, af’ Daf) 
where T denotes the conjugate of 7 ; namely if =aBbi, then F=a © bi. 

The assemblage of all numbers thus constructed with these definitions 
and postulates is called the system of quaternions. 

Here we shall study what numbers are represented by the above de- 
finitions and postulates. 

Theorem 1. The new system of numbers is a more extended one than 
the system of complex numbers and contains it as its sulclass. | 

Proof. When 3=0, the new number (x, f) is equivalent to the 
complex number a. For, if two numbers (a; PB), and (a, 2 = are 
equal to each other, then, by Definition (A), @ is equal to a’, and con- 
_Yersely. If (a, の 。-。 is greater than or less than (a, )er-» then, by 
Definition (B), ce is greater than or less than a’, and conversely. Fur- 
ther, if we take «a and w instead of (a, B);-o and (a’, f Jo then Po- 
stulates (I) and (II) are also satisfied. Moreover, to any complex num- 
ber a, there is always a corresponding one (a, 3)a-o in our system of 
numbers, which is equivalent to it. Therefore, the class of all complex 
numbers may be represented by the class of new numbers CAPOTE 
and we may put (a, f):_,=«. 

When 3=+0, the class of such new numbers represents a quite new 
class of numbers. Thus the system of complex numbers may be considered 
as a subclass of quaternions. 


Fundamental Properties and New Units. 
If we put a=a'=0 aud 3=#'=1 in Postulate (II), then we have 
(1) (0, 1) =(-1, 0)=—1. 
Therefore, if we put (0, 1)= j, then we have デニー1: in this respect, 7 
resembles very much to the imaginary unit i, but it is not identical with 
i as will be seen hereafter. We shall take this number as a new unit. 


Using this new unit 7, we may write any number of this system in the 
form a Dj j. For, by Postulate (II), we have. 


(2) (2, 0) @ (0, 1)= (0, 5), 
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and by the above theorem, we have 
(a 3 O)=a 9 
and moreover, by Postulate (I), we have 


(a, 0)G(0, 3)=(a, P). 
Therefore, we have 


(3)  (w ゆめ =(e, 00000, =e G(s, 0) (0, 1)=a #7. 
We shall call this unit the first quaternion-unit. 

Next if we put a=a’=0 and 2 ニア ー? in Postulate (II), then we 
have | 

(0, 2) ®@ (0, 1) = {0-2 —-2), Of =(e’, 0) =—1 

or (4) (0, の ニー1. | 
Therefore, if we put (0, 7)=%, then we have だ ニー1: in this respect, ん 
resembles very much the imaginary unit ? and also the first quaternion 
unit 7. But it is identical neither with ? nor with 7 as will be seen 
hereafter. We shall take this number as a new unit. Using this new 
unit k, we may write any number of this class in the form a @ 5% as in 
the case of the first quaternion unit j. For, by Postulate (II), we have 


(-13, 0)@(0 )=(0,-188150)=(0, À) 
and by Pcstulate (I), we have 
(a, 0) (0, 3)=(0, 3). 


Therefore, we have 

(a, 3)=(4; 0) (0, の =w D {(-73, 0) Wa B(—i)k=a の ば ん 
(where 8 =-—? is a complex number). We shall call this unit the second 
quaternion-unit. 

By using these four units (1, 2, 7, k), we may express any quaternion 
as a linear homogeneous function of these units with real numbers as its 
coefficients, Before to prove this, we have to prove the following theorem: 

Theorem 2. In this new system of numbers, there are two and only 
two numbers whose square is equal to+1, but there are an infinity of num- 
bers whose square is equal to—1. In the latter case, there is a very 
simple relation among @,, a, 0, b, of the number (a, 8)=(a,Gaz,1, bo 
bt), whose square is—1. If we confine a, a,b, b, to be integers, there 
are four and only four kinds of numbers whose square is+1 or—1; 
namely one and only one of a, 4», 6,, 6, ist1 while all others are zero. 
These give us +1, +i, + j, +k respectively. They are what we have 
taken already as units of our number-system. 
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Proof. From the relation (a, B)’=(a’© 83), «?®a}), we have 
(a Bai, 6 の 6 dt {ar © & Ob’ Ob? O2a,a,i, 2a, (b, Db, Ane 


Now, in order that (@, 8) may be equal to+1, by the definition of our 
numbers, it is necessary and sufficient that the relations 


«OO 1; O0b/ B2a,a,i= +1, 
Denn 
a, OayOb?ZOb7= +1 and 1m=0, 
a,=0 or bDb,i=0 
may hold good. But here a, connot be zero, since, if so, we would have 
the relation — (a? Db @ b.”)= +1, which is impossible, «,, b,, b, being real. 
Therefore, we must have the relations ,b,i=0 and a,=0, and accordingly 
must have the relations b,=0, b,—0, a,=0, whence follows the relations 
a°=+1 and a, ==+1 at once. Thus the required numbers are (FEIERN 
and only these. 

Next, in order that (a, 9)’ may be equal to 一 1, it is necessary and 
sufficient that the relations 

a Oa Ob’Ob’=—1l and a, a,=0, 
a,=0 or の の 6? 三 0 
hold good. But, in this case, a, must be zero as may easily be seen. 
Therefore, we have the relation 
の の の 67 の 67 ニー +1. 

Thus, in this case, a,,b,,b, may be considered to represent the direction 
cosines of a straight line in space. If a,,d,,5, are to be integers, only 
possible solutions of this equality are „= +1, ,=0, b,=0 ; b,= +1, a= | 
0, ムー0, b,=+1, ,=0, 8, =0. Therefore, - the required numbers are 
(+72, 0), (0,41), (0,42), or +i,+j,+%. Thus it will be seen that, en 
our mode of treatment, the four units of quaternions are represented in the 
most natural and simplest forms (+1, 0), (+7, 0), (0,+1), (0, +:i). 


or the relations 


Relations of Four Units. 


(i) iQI=% 0)@(0, 1)=(0, 1)=k; 
iQj=k. 
7⑳ t=(0, 1)@(i, 0)=(0,--i)=(—1, 0) Q(0, à) 
=—1@k=-—k; 


J®8i=-—k; 


= 
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(9j=-JQ!i=k 

(ii) iS k=(i, 0)@(0, )=(0, 7)=(0,-1N=(-1, 0)⑳(⑩ 1) 

=—-1@j=—J; | 

kQi=(0, 1) QU 0) = (0,t(-1)} =0,—7)=0, I= +4; 
LDi= -iQk=}. 

(iii) GOkE=(0, 1)@(0, = {(—1D(—-i) 0}=( 0-5 
k@j=(0, DOO, I=(—s 0)=—1; 
jf@k=—-k@j =e 


(iv) LQj=7 ⑳ よ デリ 5 LOQk=ELOL=K; éditer 
(v). When a, denotes a real number, we have the following relations: 
(a) 4@7 ニ (Ge 920, 1)=(0, a), 


j8a=(0, 1@(Ge 0)=0, a); 
sae a @j=j7Qa, and (0, a))=a)Jj- 
(b) oo Qk=(a;, 0)S (0, )=(0, a, 2) 

kQa=(0, i) Q(t» 0)=(0, & %)3 

AQk=kQ ay) and (0, の りー の À: 


Therefore, in this system of numbers, the commutative law does not hold 
good generally as is well known. 


Recapitulation of Units. 


Here we recapitulate the units of several systems of numbers to show 
how they are enlarged step by step, and moreover, to show that they are 
expressed in most natural and symmetrical form by our mode of treatment, 
namely by the form of “pair of numbers.” 

Only unit in the system of natural numbers is our fundamental first 
number (A.A)=1; and in the system of wlegers, two units (positive and 
negative units) are derived from this unit, namely (1, 0)=+1 and (0, 1) 
—_1. Further, in the system of complex numbers, two new more units 
(positive and negative imaginary units) are derived from the above units 
+1 and—1, namely (+1, 0)= +1, (—1, 0)= —1, (0,+1)= +42, (0, —1) 
— -i; and in the system of quaternions, four new more units (positive 
and negative quaternion-units) are derived from the above units +1 and 
+i, namely (+1,0)=+1, (+2, 0) = +2, (0,41)= +7, (0,+1)=+%. They 


may be arranged in the following table: 
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Natural numbers | (A. の =1. 
| 





Integers (1,0)=+1, (0,1)=-1. 






(+1,0)= +1, (-1,0)=-1, (0, + 1)= +4, 
(0, —1)= —12, 


ae eee eee 


(+1, 0)= +1, (Ve (0, ET I 





Complex numbers 







Quaternions 








(0, 7) => ti. 






Fundamental. theorem 1. Any quaternion may be expressed by a linear 
homogeneous function of the four units (1, à, j, k) with real coe fficients. 
Lemma 1. When b, and b, denote any two real numbers, the relation 


(8, Bb, 2) &) VB, DR 27 


always holds good. 
Proof b,j @brij = {(L 0) QO, 1)} @ { ss, 0) (0, 1); 
=(0, 6,) 6 (0, di) =(0, è, Bd, i), 
and (0, Dit) @ J =(b, Phi, 0) Q (0, 1)=(0, 6, Bb, 7) ; 
(6, 6 b,t)=8,7 @ bij. 
Lemma 2. (6,2) j=b(ij). 
(022), = (bt, 0) @ (0, 1) = (0, 8,4), 
(07) = (x 0) @ {(i,.0) @ (0, 1)} = (2, 0) Q (0, à) 
= (0, ら め の, 
(220) 7 =0, (27). 
Lemma 3. (の 8) O(a’, #)} Bla”, #')=(a, の D{(a’, 81) 
D(a", BD}. 


This follows at once from Postulate (I) and the property of complex 
numbers. 


Proof of the theorem. Take any quaterhion (w, 3) and put «=a, 
D Gi, P=b Db,i, then we have 


(a, F)=(a Bazi, b Od, 2) 
= (4, Da) (à Bbw) 7 (by Formula (3)) 
=%04,10b,j7 Bb ij (by Lemmas (1) and (3)) 
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ー ム の ge の 57 の 6(7) (by Lemma (2)) 
=a の の 2 の 67 の 6 な ん (Formula (i)). 
(a, P)=a,. 1BatGbj@bk. 
Fundamental theorem 2. The sum and product of any two quaternions 
(a, 8) and (a', 3’) of our system can be obtained by adding and multiply- 
ing the corresponding linear expressions (a,Q@aiBb,j Bb,k) and (a! & 
a, 1 b,'7 の 6 k) by the ordinary methods of addition and multiplication in 
algebra. 
Proof. When (a, 8) and (æ', 3’) are expressed in the forms (a, Da,i, 
b, Db,%) and (a,' Way i, b' の が 6 の, they can also be expressed in the forms 
(a BaiOb,7 Bahk) and (a Da/iBb'jDL/ k) by the fundamental the- 
orem 1. Now first let us consider the sum of them. By Postulate (1), 
we have the relation 


(Bla, B)=(a Ba’, PSP). 
In this relation, substitute a, ®a,1, b, Di, a, Bay à, b,' © 8, è in places of 
a, 8, 7 respectively and apply the fundamental theorem 1, then we 
have 

(2, Da, 6, Bb, 1) B (a! Bad’ Ob, 1) = { (a, Pa’) B (a Ba), 
(DL) DD}, 

or vBaiBb5BbR)Dla Gast Bj Gb k=(a Ba) 

D(a, Ba,')i(b, B b,')7 B (be b,') k. 
But the right-hand side of this expression is the same as that expression 
obtained by adding the two expressions of the left-hand side according to 
the law of the ordinary addition in algebra. 


Next let us consider the product of two quaternions. By Postulate 
(II), we have the relation 


(a, 3) (a), s)=(aa OA, as Ba). 

Substituting a=a, Ba;i, A=b,Bb;i, a’ =a! Oat, グー ニム の が? in this 
relation, and applying the fundamental theorem 1, we have the relation 
(a Bat Pb, 7 GBb.k) ® (a,' Dal i Hb 7 Gb! k)= 
(a, a,’ © a, O bb © b,b,') B (aa Dada の 66 © db) D 
(a, 6,' © ab! の 6g Bb, a,’) 7 (ab Bab, Ob Bb,a,')k}. 


But the right-hand side of this expression is the same as that ex- 
pression obtained by multiplying the two expressions of the left-hand side 
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according to the law of the ordinary multiplication in algebra, taking 
into account the fundamental relations existing between the units 1, 7, 7, k. 
From the relations of units and the above fundamental theorems, we 
know that our new system of numbers has all properties which charac- 
terise the ordinary quaternions ; and so all properties of our numbers are 
deduced by the same method as that used in the ordinary quaternion. 


Conclusion. 


By the method of “ pairs of numbers,” we have enlarged the number- 
system, step by step, from the natural numbers up to the quaternions. 
By every step, a higher system is always obtained from the former system, 
including that former system as its subclass. Here we recapitulate these 
steps in tabular form to give a simple and clear view of them. 





One fundamental thing A. 





(A, A)= À... (the former number) 


Two fundamental numbers 
(4, A) SPD eh (new number) 





A, M)u=4, (A. M)u=4 (ee 
Natural numbers {(4, M DR ) tal bers) 





(A, MW) Mt A …… (new natural numbers) 
(a, b)a>b Nat OA Mai (natural numbers) 
Integers (の b) | (a, b)s=b ee ve i ER (zero) 


(a, B)asyb-- | 


(a, b)a<b--- negative integers) 





(a, 2) A=BQy “tee... (integers) 


Rational numbers {(a, 3)} 
(a, 3) AEBQy iii (fractions) 





5 PR Miei 
(U, B)naving a characteristic element (rational numbers) 


Real numbers ADB)! | 


2 eer ae i i 3 i 
(A, BD) having no characteristic element (irrationai number ) 





(a, b)b= DR Re (real numbers) 
Complex numbers {(a, b)} | 3 he b)1=0.(imaginary numbers) 
a, Db +0: -- Rt. 
+ (a, bat (te Crh UT Gane. RE 
— —114zpE ee oe I III 
MERATE ] be 
Quaternions {(a, B)} fe ae Goats were 
(a, の 8 まま 0 ………… (ordinary quaternions) 











Note sur quelques identités vectorielles et algébriques ; 
et sur les formules de la trigonométrie sphérique, 


par 
GEORGES TIERCY, Genève, Suisse. 


On ne dira jamais assez combien la résolution des problèmes de ge- 
ométrie sphérique devient simple, lorsqu'on utilise les notations vectorielles. 
Une identité vectorielle, en effet, des qu’interprétée, conduit à une formule 
de trigonométrie sphérique, le nombre des vecteurs figurant dans la relation 
donnant le nombre des sommets du polygone ; il en résulte qu’ une seule 
identité conduit è une série de formules. D’autre part, ces identités don- 
nent des démonstrations rapides de théorèmes de géométrie sphérique( * ) ; 
et enfin, les relations scalaires fournissent des identités algébriques. 

1. On connaît la définition du produit extérieur ou vectoriel de deux 
vecteurs r et r,, dont les projections sur trois axes rectangulaires sont 
respectivement (2; y; 2) et (21; 13 2); c’est un troisième vecteur e, per- 
pendiculaire au plan des deux premiers, et dont la longueur est donnée 
par la relation 


e=[|rr,]=rr, sin a, 
a étant l’angle de r et r,; ses projections sur les axes sont: 
Er = Ya — Yir 5 Cy = li — 2 5 €,= LY, — L,Y. 
D'autre part, le produit intérieur ou scalaire de r et r, est un nombre 
donné par l’expression : 
(rr = + YY + 24 5 
DI ? x 
il est égal è rr, cosa. 
Pour ménager la place, nous avons supprimé toute figure ; le lecteur 


fera bien de s’aider d’un croquis. 
Nous utiliserons l’abreviation : 


(rr) = (rn); 
et nous designerons par {h4,} Tare de grand cercle mené, sur la sphère, 
d’un point A au grand cercle BC, perpendiculairement a BC. 


(1) Lire, sur ce sujet, l'article que M.FR. DANrgrs a publié dans l’Enseignement ma- 
thématique, tome 20, n°-2. 
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2. Rappelons tout d’abord que les identités vectorielles bien connues 


(37) = (as) (Be) (1) 
donnent immédiatement, en simplifiant par le facteur | «|, et en ap- 
pelant (4; B; C) les traces des vecteurs sur la sphére de rayon unité, 
un groupe de formules de trigonométrie Sphérique élémentaire : 

sin a. sin hg, =sin b. sin h8,,=sin c. sin ne (15) 
les longueurs des vecteurs ne jouent aucun rôle. 


On sait d’ailleurs que les trois hauteurs Spheriques h4,, 22,4%, sont 
concourantes ; en effet, on a l'identité 


[[a#]7]=(a7)8—(#r)a, (2) 
dans laquelle chaque membre exprime un vecteur parallèle au plan de « 
et ヵ et perpendiculaire è 7; si l’on permute circulairement les lettres a, 
8, r, et si l’on fait la somme des trois identités que l’on obtient ainsi, on 
trouve : 

[(8r]®]+[(ra}B]+[Ca#}y]=0. 
3. Multiplions l'identité (2) scalairement par un nouveau vecteur 0, 
en tenant compte de (1); on obtient la relation 


(REN) (a; 20) -(AN(ad). (3) 
Elle conduit, pour les quadrilatères sphériques, à la formule très simple 
que voici 
sin AB. sin CD. cos = cos AC. cos BD — cos AD. cos BOS SS 
ou ? est l’angle des plans AOB et COD. 


Si le vecteur se confond avec 6, on retrouve la formule fondamen- 
tale des triangles : . 


5 AB. sin BC. cos i=cos AC— cos AB. cos BO 
ou: (3) 
Fa b=cos a. cos c + sin a. sin c. cos B. 
Enfin, il est facile de voir que l'identité (3) et la formule trigonométrique 
(3°) tout les productions géométriques de l'identité algébrique suivante : 


// 7/ 


a の | Cp aa’! |c g 

“Iw al laral* lool laa 
acta'c'+a''c' ad+a'd'+a''d! 

(betel ever a+vd'+v'a | 


ce c’ 


d' ai’ 


a’ a! 


の / の / 






































う 
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il suffit de. considérer quatre vecteurs «, 3, 7, 6, dont les composantes sont 
respectivement (a; a’; a”), (b; b'; の), (Calc) ét (a, di 2 
Remarquons en outre que l’identité (3) donne: 
(ele 市) モニ e ゲ ー(ew が 。 ou: sin’ AOB+cos? AOB=1. 
4. Prenons le cas où, dans l'identité (2), les vecteurs et y sont per- 
pendiculaires entre eux; on a alors (f7)=0; et la relation (2) devient : | 


[(a3]7]=(@7)B; 
multiplions scalairement par 8; il vient: 
([e3][r8]})=(a7(83) ; (4) 


et par suite, pour le triangle sphérique ABC : 
sin 4B. cos B=cos AC. 


Menons BD perpendiculaire sur CA; et appelons 8 l’angle ABD; on 
obtient pour le triangle rectangle ABD: 


sin 4B, sin B=sin AD. (4). 
Pour un triangle quelconque MNP, on pourra done écrire : 
sin m. sin N=sin n. sin M, (4) 


formule élémentaire bien connue. Il est d’ailleurs è remarquer que les 
relations (4’’) sont contenues dans les relations (3”), 
5, Reprenons l’identité (3), avec des vecteurs eee 7 の 


(wllzg]) 三 (4 の C の 一 (6 の) の) ; 
et Supposons que ces vecteurs aient les valeurs suivantes : 
p=[eB] ッ ー[79], p=[ad], o=[Pr], 
a, 7。 9 étant quatre nouveaux vecteurs. On obtient une nouvelle identité : 
(LCI C703] [Cd 6 8731) = ([e3][ed]) (Le ]L37]) 
| —((e#11#)) (ded). (5) 
Cette identité vectorielle correspond è l’identité algébrique suivante : 
a’b—ab!' ab’—a'b| |a'd—ad" ad’ —a'd 
e の ーc の 7 cd —cd| |b'e-bc' be’ —b'c- 
| > (〆6/ —a'V\a'd!' Lalli) DI (a'b!' —a'V'\b'c' ー の の ) 
= perm, 


. 














perm. 


perm, 


あえ (coe —c''d')(a'd” —a’'d’) DI: (ce の"ーg/ の )(9e7 ー の "の ) 
perm, perm, 
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En désignant par I l’intersection de AD et BC sur la sphère, par 
J celle de AB et CD, et par d l’are LJ, l'identité (5) conduit à la relation : 


sin J. sin J. cos d=cos A. cos 一 cos B. cos D, (5’) 


formule importante relative au quadrilatère ABCD. 
Dans le cas particulier ou les vecteurs OA, OB, OC sont coplanaires, 
langle B vaut z, et on obtient: 


cos D= —cos A. cos C+ sin A. sin C. cos d, (5'’) 
autre formule fondamentale des triangles sphériques. 
6. Prenons encore l'identité (3); et faisons-y : 
p=[as] ct 0=[2¢]; 
comme (æ[a:])=0, il vient: 
(Ca 3] . [Cas] Cp] = —(@[eg))(Aas]). (6) 

La relation (3) donne : ai ö 
sin AOB.sin COD. cos i=cos AOC. cos BOD—cos AOD.cos BOC, 
où à est langle des plans AOB et COD. Passant à l’identité (6), on 

trouve : 
e COD=sin AEF; cos AOD=sinhty ; 
AOC=z7/2 ; cos BOC = —sin hf, ; 
sin AB. sin AEF. cos i=sin hip. sin hr; 
d’ailleurs, les formules (4) donnent ici: 
‘4 hir=sin AF sin F=sin AE. sin イル が : 
sin A?,=sin AB. sin BAE=sin BE. sin AEB; 
puis, en appelant P la trace, sur la sphère, du troisième vecteur de @ et 


3; et en tenant compte du fait que E est la trace du 3°-vecteur de 7 
et d,;von a: 


cos i=cos POE=sin h?, =sin BE.sin B; 


on obtient done finalement : 


sin BE. __ 900 Bisher = AF. „sin Fe, + 
sin BAE sin AEF (6) 
gin AB. Se ain i | 


sin AEB "sin ゴル が 
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Considérons le cas particulier où le vecteur g tend vers la position dee, 
en se deplacant dans le plan FOE; AF devient AE; sin F tend vers 
sin E, de telle sorte qu'on a: 


sin Z' 


sin 


jm metal 5 





et nous retombons sur les formules de triangles : 
(sin BE. sin B=sin AH. sin 4; 
sin AB. sin B=sin AR. sin È; 


il en serait d’ailleurs de meme si le vecteur の était simplement coplanaire 
avec a et €, sans coincider avec €. 

Enfin, Videntité (6) et les formules trigonométriques (6’) sont la traduc- 
tion géometrique de l’identité algébrique suivante : 


He ARNT AS i's as 


a'e-ae' og 一 の 6 | 
> (@ の 一 OR e} 7 fr た e e el' I b b’ bl? n 
perm, = € 6/ —e 
hia NE 


① 
® 
® 


7. Partons encore de l’identité (3): 


(7)(90)—(a8(70)=([ad][87]); 


et faisons d=yg—e, où l’on pourra supposer que les vecteurs ¢ et の ont 
la même longueur; cela donne sur la sphère un pentagone ABCEF; il 
vient : 

(ar)(8ip—s})—(eA)(r{e—2})=([efe—e}][47))- 
Or, le troisième vecteur (ad) est la résultante des deux troisièmes vecteurs 
(we) et (一 es) : en effet, la projection de l'aire AOD sur un plan quel- 


conque est égale à la différence des projections des aires AOF et AOE. 
On à donc la différence géométrique : 


ao sin A0D=ag sin AOF — ae sin AOE; 


comme, l’autre part, le produit intérieur jouit de la propriété distributive, 
on peut écrire, après simplification par &y, et en remarquant qu on peut 
toujours se placer dans le cas où |g|=| gl: 


AO (eos BF—cos BE)—cos AB (cos CF —cos CE) 7) 


=sin BC (sin AF così — sin AE. cos LEN 


270 |» GEORGES TIERCY : 


où 9 et 2’, sont les angles que forme le plan BOC respectivement avec 
les plans AOF et AOE. 
Si le pentagone ABCEF est régulier, on aura, en appelant c le côté 
et d la diagonale : | 
cos’ C— sin” c. cost —Cos c. cos d —sin c. sin d. cos 1," „ (7) 


où ? est Vangle de deux côtés non consécutifs, et 1’ l'angle d’un côté 
avec la diagonale opposée. uo, 
Le rayon de la sphère étant connu, si l’on donne l’un des quatre 
se (c, d, 2’, 2’), les trois autres s’en déduiront ; la relation (7’’) servira 
à déterminer le quatrième. 
8. Appliquons deux fois le théorème du double prod vectoriel (2) ; 


et partons des identités : 
[Ca] Cr0)]= (ad) 8 — (Pr の e ニ (ae の ァ ー (7 の 9. (8) 
NME scalairement par 7=[[@8][(rd]]; il vient: 


Wir DOT (ad - (ONCE 。 
= (de 8)(yLeeS]ye]) — (ra BNC AIT]. 
Appelant P l'intersection de AB et CD; en tenant compte de (4’) et (4), 


la traduction trigonométrique donne, après simplification par le facteur 
(a? 8° 7’ à sin AB. sin CD. sin P), les formules : 


| Bi AB.sin P=sin AD. cos BP. sin D—sin BC. cos AP. sin C; 9) 


sin CD. sin P=sin AD. cos OP. sin A—sin BC. cos DP. sin B. 


D'ailleurs, si l’on considère le cas particulier où le quadrilatsre ABCD se 
réduit à un triangle, les formules ci-dessus reconduisent à (4). 

Les identités (9) et les formules trigonométriques qui en découlent 
correspondent aux identités algébriques suivantes : 


a'b-ab'' ab'—a'b |? 
II // / / 
an, |C @—ca ca —ca 
a a(c'd''—c''d') oe b(c'd'—c'd') 
perm, perm. 
a''b—ab" ab’ — ab a'b—-ab' ab’ —ab 
c'd—cd" cd'—c'd| m. |\c'd-cd' cd —c'd 
2 @(@ の の "一 @ の の ) > ーc(o の "一 の の ) 
perm. perm, 
a'bT-ab' ab'—a'b 


a/'b— abl’ ab «xD 
ce ’d—cd" cd'—cd で が ーC の 7 jc の ce の 




















perın. 














ー 


peri, perm. 
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9. Les identités (8) donnent encore : 
[Lad Lar)]=(Pra)a=lafr)a=(rap)e ; 
[EIERN -(ABr)B; [Gre] I] (087). 
Multiplions scalairement ces trois identités, respectivement par [7], [ra] 
et [af]. On obtient : 


([ Ce] 【e7]] = ([C873C2a]]. tra) | 
=([Ga)(783]. Ce); 0 (1 


(10) 


ce qui conduit &: 


sin AB. sin AC. sin A=sin BC. sin BA. sin B 
= sin CA. sin CB. sin C, (11’) 

formules fondamentales des triangles; elles auraient pu étre déduites de 
(1’) et (4). Remarquons d’ailleurs qu’en multipliant scalairement les 
relations (10) respectivement par a, 8,7, on retrouve les formules (4’) et 
(4). | | 
10. Prenons encore les identites (8), et multiplions-les scalairement 
par €; on a: | 


(Lte2] 79]].9) 三 (79)( ポ ) 一 (9)(ws) 三 (9 の ⑦$) 一 (7 の (@) ; (12) | 
appelant P et や respectivement l'intersection et l’angle de AB et CD, cela 
donne pour le pentagone convexe AE BCD, après simplification par 979 : 

sin AB. cos EP. sin B=sin BC. cos AE. sin C 
— sin AD. cos BE. sin D ; 


sin OD. cos EP. sin $=sin BO. cos DE. sin ABC 
— sin AD. cos CE. sin BAD; 





sin AB | (12) 
sin AD. sin D sin BC sin C 
cos AE cos BE | 
| sin CD | 
- (sin BC. sm ABC sin AD. sm BAD 
cos CE | cos DE | 








on CUBE des formules déjà connues en supposant que le pentagone 
se réduite à un quadrilatére. 
Les identités (12) correspondent aux identit!s algébriques suivantes * 
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oot RN) 171! MaI 
EA © II / / > alcd ーe'@⑦ >» b(c'd —c''d 
Da b—ab" ab’ —ab __ "| perm, ( ) he ( ) 
perm, c''d— cd : cd! —cd à de Si be 
| i perm, perm, 
2 d(a'b"—a''l') old の "ー@ が) 
_ | perm, perm, 
2 de ace 
perm, perm, 








11. Toutes les identités utilisées jusqu’ici dérivent de l’identité fonda- 
mentale du double produit vectoriel. Prenons maintenant une autre iden- 
tité entre quatre vecteurs : 1 


、 (279)w 一 (79e)2 二 (9w の 7 一 (w の 60: (13) 
elle exprime que trois quelconques des quatre vecteurs «, 8,7, 6, ne sont 
pos PRRIAHBITERS elle peut. s’écrire : | 
(ar) d= (83; Je (Gr a) a+ Cop)? 


Muitiplionsta scalairement par ¢; il vient: 


(axfr)(8e) = (Br )(@e) + (dya)(32) + (daeB)(ye), 


dont la traduction trigonométrique est immédiate ; soit le pentagone con- 
vexe ABODE; on a: 


sin B O sin hxc. cos DE=sin BC. sin 2%. cos AE + sin CA. sin h2,.cos BE 
+sin AB, sin 47. cos CE, 


ou bien: 


sin AB. sin BC. sin B. cos DE=sin BC. sin CD. sin C. cos AE 
上 sm CA. sin OD. sin ACD. cos BE 
+sin AB. sin BD. sin ABD. cos CE. 


gar 
L'identité algébrique correspondante est la suivante : 


Pea vo || Shae] 5 | Nave! ue pe, ae| | | 


perm, perm, perm, perm. 

XN 
+ ee ja ‘)[2 | >) d(a’b" ad) | Di cel. 
perm, perm. perm, Lange 


Supposons enfin que e coincide avec 0; le pentagons: se réduit au quadri. 


latère ABCD; et l’on a: 
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sin AB. sin BC. sin B=sin BC. sin CD. sin ©. cos AD + sin CA, sin CD. 


x sin ACD. cos AB-+sin AB. sin BD. sin ABD. cos AC. (14") 
12. Apres multiplication scalaire par [sp], l'identité (13) donne 
encore : 
| (Brdasp)—(7da)(Bep) + (aBXr=9)— (a 37)(2¢)=0, 
ou: 


(ar) = (rap) + (ra X Ep) + (dae) 
Aprés division par le facteur commun (ws の. sin HF’), on trouvera pour 
Vhexagone convexe ABCDEF les for mules : 
sin AB. sin BC. sin B. sin DE sin E=sin BC. sin CD. sin C.x 
the AF. sin F+sin CA. sin CD. sin ACD. sin BF, sin BEE (15') 
| + sin 45. sin BD. sin ABD. sin CE. sin CEF; 
et: 
sin BC. sin CD. sin C. sin AF. sin F—sin DA. sin OD. sin CDA. x 
sin BF. sin BFE+ sin AB. sin BD. sin ABD. sin CE. sin CEF (15") 
| — sin AB. sin BC. sin B. sin DE. sin E=0. 
Si l’on prend le cas particulier où le vecteur の coïncide avec a, par 
exemple, il vient pour le pentagone ABCDE: 
sin BC. sin B. sin DE. sin E= — sin CA. sin CD. sin ACD. sin À 
+ sin BD. sin ABD. sin CE sin CLA, 
et: 
sin BD. sin ABD. sin CE. sin CEA— sin DA. sin CD. sin CDA. sin A 
= sin BC. sin B. sin DE. sin E; 


comparant ces deux dernières relations, on retrouve la formule suivante 
pour le triangle ACD: 


sin CA. sin CD. sin ACD=sin DA. sin DC. sin ADC. 


Enfin, la traduction algébrique de l'identité (15) et des formules trigonomé- 
triques qui en découlent est l'identité suivante : 








x bed'-c'd') ZE e(d'a'-d'a') 
perm, perm, 

2 の 7ーe70 ば eg の 7ーg ゲ 7 
perm, perm, 

DY d(a'b" —a''l') DI (の oe ソー の 7 の ) 

ni perm. perm, Re 

x» d(d ft! —e'f’ cele fe! fi 
perm, ( J ) perm, ( / F7) 
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13. Les quelques exemples traités, tout élémentaires qu'ils soient 
montrent d’une façon bien nette que toute la trigonométrie sphérique or- 
dinaire est contenue dans quelques identités vectorielles. Au total, nous 
n'avons utilisé que trois identités vectorielles fondamentales (1; 2; et 13) ; 
il a suffi de les interpréter de différentes façons pour en tirer une série de 
théorèmes. | 

Le lecteur pourra multiplier les exemples, en partant d’autres identités 
vectorielles, dont chacune conduira & une famille de formules trigonométri- 
ques et à un groupe didentites algébriques ; en voici quelques-unes : 


(ar) =[a3] (7) + [7] (ae) + [ye] (86) ; 
(Le 8] [87] [7e])= — (8); 
(ar) (e871) = = aa, ||; 


etc. 


Genève, janvier 1922. 





On Liquid Motion inside a Rotating Elliptic Quadrant, 
by 
NRIPENDRANATH SEN, Calcutta, India. 


The problem of the two dimensional motion of a homogeneous incom- 
pressible fluid inside rotating cylinders has attracted considerable attention 
from many eminent mathematicians. Professors Greenhill™, Basset®, 
Ferrers®, Hicks®, Filon® and others have completely solved several 
such problems. The object of the present paper is to present a solution 
of the liquid motion inside a rotating elliptic quadrant. Towards the end 
of the paper I have shown that the liquid motion inside a rotating cir- 
cular quadrant, discussed by Sir A.G. Greenhill in a paper already 
cited, can be easily deduced from the results obtained by me. Also a few 
alternative solutions have been obtained by the aid of some identities prov- 
ed by me in a recent issue of the Bulletin” of the Calcutta Mathematical 
Society. 

It may be noted here that the hydrodynamical solutions obtained in 
the paper also furnish solutions of the torsion problems in the Theory of 
Elasticity for the same boundaries. | | | 

1. For convenience, the liquid is supposed to be contained in % 
cylinder of unit length and confined between two smooth parallel planes 
at right angles to the axis of the eylinder.. The cylinder is supposed to 
be rotating about the axis passing through the centre of the elliptic sec- 
tion. The corresponding result for rotation about any other point can be 
written down very easily (See Quart. Jour. Vol 17, 234, 1881). 

(1) Greenhill, “Rotating quadrantal sector of a circle”, Mess. Math. Vol. 8, 89, 
1879; also Mess. Math. Vol. 9, 35, 1880 ; also Quart. Jour. Vol. 16, 227, 1880, etc. 

(2) Basset, Quart. Journ. 20, 234. 1884; also Do 19, 190, 1883; also 21, 336, 
1885 etc. sl 
(3) Ferrers, “Certain cylindrical vessels”, Quart. Jour. Vol. 17, (227-44), 1881. 

(4) Hicks, “Rotating semicircle 0 Mess. Math. Vol. 8, 42, 1879. 

(5) Filon, “Resistance to torsion of certain forms of shafting ”, Phil-Trans, 193 A, 
309, 1900. Also Gronwall, “On the influence of key ways etc.” Trans Americ, Math. 
Soc. 20, 213, 1919. | 

(5) Some of the results of this paper were obtained by me as early as 1919 and read 
before the Calcutta Mathematical Society on the 27th July 1919. 

(7) “Liquid motion inside certain rotating curvilinear rectangles ”—Bull. Cal. Math. 
Soc. Vol. 9, 7, 1920. 
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2. Let z+iy=e cosh (£+1n), w=angular velocity, 
£=a on the ellipse, 4%=stream function, 


then ¢= coe (cosh 2¢+cos 2 7) on the boundaries of the elliptic quadrant 


(4) f=a, 05757, 





(B) 7= (1) 


(0) 2=0, IS 


si Rei ee 


Assume 





al (©) cosh 2° cos 2y+(&-«)sinh 2° sin 2 7 
| x teen 4 


+ (7) }+ Dan sinh 2 の By sinh 2 sin 2my |. (2) 

Evidently y’f=0 and the boundary conditions (B) and (D) are 
satisfied identically. Now, to determine A, B,, so as to satisfy the 
boundary conditions (4).and ( の), putting ¢=0 in (1) and (2) and equating 
those, we have after a little simplification, 


> A,, sinh 2 m a sin 2mn= en (1+cos 27), 
DA 


ITA 


where 05573 | 
ri 
Now opr tage both sides by sin 2 mn dy and integrating ‚beim een 


the limits 0 and aa we have 





Ba A, sinh 2ma=(—1)"* 4 | 1 La 
4 | 2 NT un We 
Therefore _ 
2 er 1 2° nae 
Wiss ニー x (3 
Se. az sinh 2 me | 272 十 1 i m—1 21. A ) 


oe — 


= Ne. ria it et Doc 
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Putting ¢=« in (1) and (2) and proceeding exactly as above, 





een al. [(—1)"4+1) - ID" Leash 2] 
7 sinh 2ma 
1 1 ¥ ) 
> n nn a DR 4 
(= ii m—1l m (4) 
Hence | 
| SE 
x Sinh 4m a | Ami Um-—1]1 som 
and | | 
| jie AAC 2 cosh 2a - [ ipo 4 aaa 2 | 
| + 4 ヶ sinh 2(2m+1)a | 2(m+1) 2m 2m+1| 








Now, (3) and (4) give Am, B, except when m=1. But A, and B, can be 
obtained by putting €=0 and a in (1) and (2) respectively, equating 
and gpalkilying by sin27d7 and then integrating between the limits 0 





This will give 


TRE EI, Be cosh 2 a. (5) 
7m sinh 2c Lo 
Thus 4 is completely determined from (2), (3), (4) and (5). 
.. 8. Remembering that $+ i¢= /(€+79), the expression for the velocity 
potential $ can be obtained from (2) by inspection : 





org Fa Des 27-(7-—) sinh 2% sin 2746) 


> Am cosh 2m (£a) + By cosh 2 m & =} cos2m7]. (6) 
mal 


4. Let T be the kinetic energy, then 


ric EP 7 [es mare 5, @ (taken over the boundaries (A), (B), (0) and (D)) 


GU awe LD Qté UN LOT 
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33 i 0 à 0 + i 
=. | / be dat | dr Wat] deo Me-ot Il bro Wo]. 
| €=a | x を =0 


=0 x 
MT 


Substituting the values of (6) and (4) from (6) and (1) respectively in the 
above, and simplifying the result, we: have 





2 4 n 
TESS [2siuh y a +8 De tanh 2 m a 








527 =, + M2 一 
E SISTER, RME | cosh (2 m +1) 2 一 2 cosh 2a 
m=1 sinh (2 M + 1) 2a m (m+ 1) 
ーcosh 2a Qe me) 
where 
QE I + — = 3) A (7) 
m+l m-l m 


9. The corresponding expressions for ゆ , の and T for liquid motion 
inside a rotating circular quadrant can be obtained easily from (2), (6) 
and (7). For this, diminish c and increase a and é indefinitely such that 


2ccosha=2 c sinh a=ce*=2a (say), 


ce'=2r, where r is the radius vector, 


in which case, the elliptic quadrant becomes a circular quadrant of radius 
(a), and 7, 7 are polar co-ordinates of any point referred to a bounding 
radius as initial line. 

Observing that 


ce’ sinh 2 m (£-a) Nr sinh2me _¢ ete 
sinh 2 m «& È sinh 2 ma Bi 


we have after a slight simplification, 


~ 


の" hors) 9 2108 (7). 7 sin 27} 
$a |P ) eos 2 742108 (I). sin 27 








2 の 2 ı2m+l ‘ 
っ 2 a sin 2 Mi cad D) Qam +1 (4) sin 2 (2 m+ 1) 2| (8) 
n T mel i 


ZT U a 
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| and 
de od 4{-2 
acl 


me. On (>) c0s2@m+1)7). (0) 


T mel 








Z)sm27+2108 (7 } て cos 27} - 
Re 


Referring to bisector of the quadrant as initial line avd putting * 





y= 64. = we have from (8) and (9), 





OZ 2 / 
Han Ne ts に n° +i az a の? sin 2 9) 
I a 


u ( 7° N m+l 
zm+l\ 09 
a 


. {cos (2m+1)26-+isin (2 m+-1) 2 a 


8 À 














2 wo? 5 3 1 Ç rl 919 
= ー の log x + = à + — AR Stk ae eal 
| Bets e+e 21 A) 


TT 


し te à 
where x— —— el. 
A 


3 9 Ln N m+ 2m 
Now, Jen er (—1) FR gan, 





m an 3% m+1 er 


m=1 
Je 


il (a:* 
ナー ノー 
2a ) m+1 


(ce) 2m+1 9 の 4\ m 
— 2 zeit m CM | XL > n LI m+l (x) 
| = 2m+1 14 A m 


Ties 5} (一 MA EL 


Am 1 


Grill 
tan + (ey) 1 
ante m a 
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Hence 
ゅ ー ゆー 200" [== log a-+-tan a? 4 1 (#-— )log (1 +e り | (10) 
YA 








Also ‘ 
Tie pod |! vi S ams nia 
27 mer 2(m+ 1) 
= "pata! LOST 1 n 2 ]: 
27 | 2 | SUVARI) 3 4m (m+ Lal (2m+1)(2m+2) 
Evidently, 
3 2 
Sera = (+4 LEON 0)-1)=1 (=-1) 
N, 11 Di 4 4 \ 6 
N 1 tid C 1 1 
ont een > € nd rte tn =lo DZ . 
4 4(m+1)m o 4 în 5. (2 m+1) (2 m+ 2) . » 2 
Therefore 


T= LOS 1-- (=-1)-1+2 log 2-1] 
TT 


~ pod (] ga). 11 
PIE (log = (11) 


The expressions (10) and (11) are identical with those obtained by 
Sir A. G. Greenhill®, 

6. A jew alternative expressions for ゅ and d may be obtained by 
the method indicated by me in a previous paper, The expressions for 
and ¢ thus found are as follows: 


pet ae a) cosh 22 cos 2 r-(7-3 ) sin 2¢sin 27 
7T 


-i sinh 2 £ cos nr tanh a cosh 2 #27} 


m= の 


+ DM: {cosh 2(2m+1)(£—a)— —cosh 2 a cosh 2 (2m +1) £} 


m=1 


X cos 2 (2m-+1) 7 
+ DI N. cosh キリ を (1-7) cos (2 m+ je] (12) 


m=0 





(1) Greenhill, Mess. Math. Vol. 8 ibid. 
(2) “Liquid motion inside certain rotating curvilinea rectangles” Bull. Cal. Math. 
soc. Vol 9, 7, 1920. 
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and の の が È 


2 et 


Le coal 2 Sain dy + 7 tanh a sinh 2 £ cos 2 Ai 


+ D) M {sinh 2 (2m+1) (6 一 @) 


m=l 


—cosh 2 a sinh 2 (2m+1)î} sin 2(2m+1)7 


Kap が sinh me („_ 7) sin et 
m=0 a 4. a 
(13) 


phere M- 1 


1 i 14 
x m(2m+1) (m+1) sinh 2(2m+1) « (14) 


を 16 a° MEN (15) 
x (2m+1) {(2m+1) x°+4 0°} sinn (Am+1l)arda, | 7 


The results (6) and (2) can be easily obtained from (12) and (13) by the 


help of a few analytieal theorems proved by me in the paper cited above, 
viz: 


z= cosh2 ゅ sin2 の 9 6 
16 cosh 2 €, sin 2'e, 16e。 €, 


one (2m+1)r6 





ci ERRE e EI ee bh (2m+1)7 
fm 2M+1 | (2m 1} FU +4|sinh (2m-+-1) ze, 2e 
( 4 @ €, 
> 1 DE, cosh mn > 6 | 
4 aes Lone areas PL en. 0 (16) 
m=1 Day | MOT. =) Eh M TE; €, 
Cara A 
2 2 


_a sinh2 ゆ gos29 ae 
16 sinh 2e, cos 2 e。 16 e, 





- ean (2m+1) rh 
ES“ (— 1 | 2 €, pre (2m+1)70 
re Er 
n (2m+1)| (2 ae LA -4} Den (2m-+1) we, 2 €, 


| €, 


di 
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v Tei cosh EN 
at >) IE SD ON DES) (17) 
mr cosh Ze A 
er € 
and | 
= (1- cosh 2 $ cos 2 4 ) 
16 cosh 2 €, cos 2 e, 
cosh 2Zm+Ddr 
DRS (—1)"*! 2e, cos (27% 二 1) ヶ 6 
2% 


€; 


EN @m+1)( Enti _g) cos (MELE 
4 2 


2e, 


n (2m+1)70 


4 1)" 2e ogg (Amt) 
E o 
@m+1) [Erd T +4) gh (2m-+1) ze, 2e 
4 €;° € 
(18) 

where ーe,」 ぐ ゆ の ご ei , ーes こ の ご e。. 

Putting ssi US 7’ 7 for の , 6, €, €, respectively in (16), we 
have 


= | tam ha sinh § cos 27—cos h 24 cos 27— 


16 


ミ 16 


“he 
à x (2m+1) {enti +a aon 
a 


マ 2 
mai zm(4m’—1) 


Eliminating the infinite series SS 


sinh (241) = (7-7) 


(77) 


ale 


5 sin (2m+ ZE 
a 


(2m+1) x 
4a 
cosh 4 m (6-0 
sin 4 m 2| - 
cosh 2 ma 
16 





M=U (2 m+ 1) Cam: +4} 
a? 
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fa 
TT 


sin (2 m4+4-1) 





a 
(2m+1) 7° 


.sinh (2 m1) E (7-7. 
a 4 bara 
4a 


from the above identity and (13), we have 


p= |= 16-2) sinh2 を sin27+( カ ーー ) cosh 2 £ cos 2 7 + (7-=)} 


a 
cosh 4 m (2-2 


+2 cosh 2 sin 27+ >) e sin 4m 7 


ma zm(4m-]) cosh 2 ma 
+ Dj M {sinh 2 (2m+1) (一 w) 一 cosh 2a sinh 2 (2m +1) E} 
m=1 
‚sin2(2m+Dp]. 


This expression for の may be readily identified with (2) by (3), (4) and 
(5). The corresponding alternative expression for $ can be written down 
as before. 

A third alternative expression for の may be deduced in a similar 
way from (13) by eliminating the infinite series 


DI I {sinh 2 (2 m+1) (¢—a)—cosh 2 & sinh 2 (2 m+ 1) n} 
m=1 
.sin2(2m+1)7 
with the help of the identities (17) and (18), which reduce to an indeter- 


minate form œ@— when 3 is substituted for ¢,, but which can be easily 


evaluated by putting 2 yt +a, where Lt. x=0. The corresponding 


expression for @ can be written down as before. 


Motion under a Central Force with infinitesimal 
Transformations, 


by 
TORANOSUKE IWATSUKI, Yamaguchi. 


In this paper we consider the infinitesimal transformations which 
transform a system of curves of motion under a central force into itself, 
and then find the conditions of integrability of equations of motion and 
some other properties. 

We will call our motion “the central motion,” and the curves des- 
cribed by the motion, “the central curves.” 

Take the origin of the rectangular coordinates at the point in the 
plane (x, y), in which the lines of force intersect, then the central motion 
satisfies the following equation : 


xy —yt=h, (1) 


where k is an arbitrary constant. 


I. The infinitesimal transformation by which 
ay —yi =} remains unchanged. 


As our transformation depends only upon the coordinates x, y and 
the time ¢, it must be expressed in the form 


el of of of 
> 2 > et 3 ha CA = 7 yt rea 
0/ trend, rer 
And if we put 


Q=xry—yx, 


then in order that 2=0 may be invariant = the transformation Uf, it 
is necessary and sufficient that 


U2=).2, (2) 


where Uf=6 22472 = +¢ Fre) Lao 90 E, 
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and A is, in general, a function of a,. ¥, t, る ya, 
Rewriting (2), we get actually 























Oy À Me n _, 2 
oe x 
“Ee ci di, +5)9+ ( AT y=) 
ELA a LA 
Di 2). の TY, 
CA Do ot eee) 


But the:above must be identical with respect to all values of * and 
y, so'we have 











ee er à 
の の Ox Ox 
ans KOS -_p 9 uo 
Oy Oy OY 
On OF On 
の > chi 
RZ a te 
Rewriting the above, 
of 
D yh, 
SA 7 Y 
Si Er 
an: 24 
Ot 
where f=xpn—-yE—kE. 


And if we put /=-—2 g, then from the above four relations we can 
obtain €, 7, € as follows: 


c= Py+ Fine 9,43 De て ニテ (3 の ggs 一 Py) 


k k 


So we have 


Theorem 1: In order that a central motion, whose equation is xy — 
y£=k, may be transformed into itself by the infinitesimal transformation, 
it is necessary and sufficient that it has the form 


Uf = tte, 


(1) 8. Lie, Vorlesungen ü. Differentialgleichungen, S. 277. 
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where Z= = 
Vv Coes er 


@ is an arbitrary function of a, y, t. 
As we can write also 


ee 7 — Pat t eo and C= 7 (29 —xp,—ygp,), in which 


Uf= US ++ の 


where 





ま VAR of MASO of of of 
Una Pua Pa By? 2 の ズー Er ne 


we know that the infinitesimal transformation for which 
ay —yé=0 


is invariant, is composed of two transformations U, f and U,/f. 

So we have 

Theorem 2: Tf the infinitesimal transformation has an invariant central 
motion aÿ—yä—0, then it is composed of two infinitesimal transformations 





O,f= 


Io RT wie — n of. n of ヶ Of 
Py On: Cio; an Je TO の の YP: oy “a STE 


II. Integration of the equations of the general 
central motion. 


We consider the integration of the equations of motion by means of 
the infinitesimal transformations. 
The general equations of central motion are 


BE MALE hdi at (3) 
SP) wars,’ By 3d, 0,2) 
and they have 
ry —yi=k 


as the first integral; hence if there exists an infinitesimal transformation, 
which the equations of motion (3) admit of, then it must be of the form 


iss 2 (- m ee. 
Vi (+9, っ — Pen = 4 En 


Next, if we put Q=%-x.F 





MOTION UNDER A CENTRAL FORCE. 287 


and 


© 
Dy=(e+ 20) +(- Pa +e) Lie 
lo, k Oy 


6 { RT. 3 of é グ が . rel 
+( : eu “i =, JE +(- Arte e SEN VE 
Bet), di io as 


7 2 4 © 
++ CR ES 22. — を ) 22 


of 
Cy 





+(- Beto To+24p, ー2 光 一 2 2) 
then in order that 2=0 may admit of the infinitesimal transformation Uf, 
it is necessary and sufficient that 

USO. 
by virtue of NEN 


So we have the condition 


OF Her NM or ee; 
(mt n dI On の 。 十 が Oi Oy +¢ di + Put 1; エー な 
Bench (=; LA Sa N, A GE 


—(%+ 23, )\F+ it Pi F+9 8, + テ ター2e me 20: (@) 


Similarly, in order that J=yF' may admit of the same transformation 
Uf, we have the condition. 


4 Ee 27 +(- ne jee のど 
(+ ro) anes Ee 1 he Oy my ot 


È OF 
(ar tat la- go) < a 
cy 








x の . N Eli 
VISI 
| Harzer 


-(-0. +L) F-8,+ +2 を ap = 1 p,-2yFé-jC=0. (0) 


Multiplying (a) and (の by y and + respectively, and subtracting 
we have 


(1) 8. Lie, Vor.esungen it. Diferentialgleichungen, S. 362. 
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—(00,+Y0y) F405, +yby—22,+kF=0 (0); 


but differentiating the relation Xf=29—x9,—y9, with respect to ¢ and 
using the equations of motion (3), we have 


kl = (20, + Ye) Fab, y, +2 fr; 


and then substituting the value of € above obtained into (c), we may 
easily see that (c) is an identity. 

Hence (a) and (b) are not independent, but are to be connected by 
a linear relation. Therefore, multiplying (a) and (b) by y and & re- 
spectively, and subtracting we have 
of CF 


a ROM 
x 上 Sn (ko, + £9, ee 





OF 
(ke, + x¢:) Sy: (一 ん の 。 十 の) 


< < . el - の . の の \3 
1 (het ag. tule) = (29-8 6) Frl 49 ニー 2 
(kp + Yi + yee Dr (29, ) aa liegt or)? 
which is the relation that stands for both (a) and (0). 
So we have 
Theorem 3: In order that the equations of motion 


ダー の . (の WE t, a, ÿ), 
=y F(a, の 6 る, 4) 


the first integral being &y—y&=k, may admit of an infinitesimal transfor- 
mation, it is necessary and sufficient that F is the solution of a partial 
differential equation 





I OF è 
(kp, xp) = ー キ (一 et) ar Pie a re Ket) LE 
ke e e リム a り —3k Wi © a の 
+ (heat 99:4 Ya) = (2¢,— 3h) F+ (2 ti og tic の 


where ¢ is an arbitrary function of x, y, t. And the infinitesimal trans- 
formation is of the form 


(n+ 30) (te) Lac 
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We shall further consider the case in which the equations of motion 
admit of two infinitesimal transformations having the forms 





op 2 Of 
LE =( ! je +( - x / +. 
J re) tr) rt 


Uf=(t,+ 26.) 2 + (4. 0 A 





where 
kE=2 PX, —YPy kC=2 dad, —yb,. 


In this case, F must be, by Theorem 3, a common solution of 
the following two partial differential equations : 


RS al (kp, + &p, 








AF=(ko,+ 29)? ZE LATE Ep + yen 2 


+29, — ra +(— lp + Yp.+ YA — tg) 5-0 み ー3 kt) F 


SE È a 
= ME wig): 
ee Tay OF)” 





な 
し 74 当 (2 ー キ (一 hp, +y,) = + kt + (hd, ++ af, 





ke) + kb,+Y + yb— iS, 2-58) 7 


の つの =.) 
DE LANA 0. 
(2 a PEU da 


If we put 
nf F Oo 
AF= (kg, + og) SE 4 (-ko,+y9) I prg 
Ox Oy ot 





+ (Ry t get ap, — hil) OT + (hp tobi 


aaa +(3kC—2 ¢,) 万 
cy 
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and. 





| OF OF ,,- OF 
= — hehe + ys) HES 
BF=(k by + 0%) == + (—kd,+y%r) ay +k = 
+ (kb, +8, +2d,— kal) = 


Hd OR) 


then the necessary and sufficient condition, that AF—0 and BF=0 may 


have a common solution, is 


AB-BA=),. A+. B, (4) 


where A, and ん are, in general, functions of 2, y, t, &, 9. 


In our case, 


Pe PO IR OF ; OF OF 
ーー = ん nz dea —k}, pee LE SR 
AB—BA=(k},+%%:) 2x + ( +Y%:) di +kp 21 


NRA REMO 
+ (ki, +tigt ci hip) SE 

MC: DATE pa i 
+ ki. + 9% + Uh —LYP) dj +(3 kô—2y,) F 


RC: © = 
(2 Ox ee By Be わ 


where 
st) me o od / / 4 (od 
A= Py a Pafır が ( ゅ みみ ー の の み ) 一 0 (Pali Ya) Tra (みみ ー の みみ ) 
and 
ua 
Ka n (2 %—-2Y2—-Yy)- 
Hence in order that the condition (4) may hold, we must have 
メーwe 十 の, 


where a, /7 are some constants. 
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We can also easily see that 


(U, U,)=U,(U,f)—U,(U,/) 


(urn) Let) Ertl, 





and then substituting the value of y, we have 
(U,, Uj =a.U f+ .U,/; 
it shows that the two infinitesimal transformations U, f and U,f form the 
“2 gliedrige Gruppe ’’( 1). 
Conversely, if U,f and U,f form the “2 gliedrige Gruppe,” that is, 
(U, U.)=a .U, f+ 8. Uf, 
in which @ and 3 are any constants, then we have 
= apt jy, 


so that AF=0 and BF=0 may admit of a common solution. Hence 
we have 

Theorem 4: In order that the equations of a central motion may 
admit of two infinitesimal transformations, it is necessary and sufficient that 
they form the “2 gliedrige Gruppe.” 

And also we have 

Theorem 5; „If the equations of a central motion 


Eee, Y= Yo SE 


admit of two infinitesimal transformations 


ul 20) E+ (mt be 9E 2890 


LH n) E LR 





U,f = (+2 gi) 
then there exists a relation between o and d: 
Paz — Pu P+ 2 (Pr Per) >; (Ped dp) —- 7, (Pate Py) = a+ Bg ; 


and F’ is a common solution of AF=0 and BF=0. 
Before we proceed in our considerations, we must prove some properties 
concerning the expression 


(1) S. Lie, 1 «, S. 406. 
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2 
の ゆめ の 。 十 oh (gs — do) n (みみ 一 nt) — n (@ み ー み の み ) 


If we put for the above expression [ み |, then we see at once that 


[ み g]=0, [上 引手 ー[@ 中 (5) 


and also that 


but on the other hand, 


BIRD HE DI" 


hence we have 
I 1 
U£ == [4,9]. (6) 
Pr の 9 」 
So we have the 
Lemma 1: If functions ç and の satisfy the relation 
[ み p]laad+ o, 
then we have 


/ h 
の vi 


Next, if [2, g]J=a@,4+/,9¢ and [4 g]=a:1+: coexist, then the 
two differential equations have a common solution +, and accordingly 
there exists an identical relation between 2, ©. 

In our case, finding the condition of coexistency, we have 


[CA 2), g]=(01+ a) LA, 2] +0 Be À- a Bi ft; (7) 
hence if we assume that [2, 4]=@4+ By, then (7) becomes 


Kar+ Be), P]= (Crt Ot) (At fe) + Oy Be A— Ob Bs Ms 
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or 
a (a, +) + 8 (2 “+ Pa g)=(A,+ @,)(@A+ Bu) +c, 8, A-a@, Bi fe. 
But the above being an identity for all values of ん LU, の , the coet- 
ficients of 2, y, @ must vanish; that is, 
Aol, + 3, &,=0, Pi = 0, a+ §3,=0. (8) 


Hence we have the 
Lemma 2: In order that [4 g]=æ 1+8 の and [% g]=a, + 
may coexist, it is sufficient that 


[2 pi] = + Bu, 
whence follow the relations 
ac,+f,a,=0, Ba; —/f a:=0, Qi + PB 0. 


From the above, we also have the 


Lemma 3: If ¢ is any function of ©, y, ¢, then we can obtain :the 
other functions ん # and » which satisfy the following six relations: 


Di, 2]=0, [4 2]=0, LP, g|=av+ Bg, 
[4 »]=0, [4 »]=0, [2 g]=a +8 p, 


where a, f, a,, 8, are any constants and both & and ß, or a, and.2,..do 
not vanish. 

Because in any two of the six equations containing the same letter 
in the left sides, the coefficients in the rights satisfy the relation (8). 

Now, using the above lemmas, let us consider the integration of the 
equations of motion. 

Let u, v, w be the functions of x, y, { independent of each other, and 
change the variables in 


ady — ydx = kdt 
such as 
U == 4 (iY, vv) prua); (9) 
then it becomes 
Ik(w, Vy — Wy Vz) — 2 (W, Vz — Wy v)—y(Ww, Vy — Wy v,)} du 


+ {K(u, w,—U, W,) —2(U, Wp — Us W,) —Y (UM, Wy —U, W,)} dv 
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+ $k(v, Uy— Vy Ur) — L(V; Un — Ve Us) —Y (Uz Wy — Vy u)! dw=0. (10) 


Again put 


A 12 v 
u=—, の デー W——, 
の の の 
then 
1 | 
Wa Vy = Wy Sir, (Lo fly Lo dy) P— (Eu Da dy Pu) 2 + Y (te Py — Py の 3 
dl: 
2 の , の 。 一 Wy, Ù 三 ーー の {Ce lol ル 。) の 一 (@。 ルー アタ のみ )/ 十 ヶ ( 必 Pr — x Li) ts 
1 
Wy, Vy — Wy 女 三 の {C2 Py} Vy) P— (Py Vi Ty 0.) LY, Ly by ¢1)} 5 


but as we know 


0 


Il 


1 
の (pur) (pu YP) E+ Y(t © —uy)}, 
we have, multiplying the above four relations by ん ーー の 1 respectively, 
and adding, 


k (Wy, Vy — Wy Ur) — À (0, Vz — Wy Di) — Y (W, Vy — Wy 0) 


di ily le 一 gle + plv3- 
Hence (10) becomes 
I» le 一 > ela+ ls gl») du+ [A v]P—[A gle +L, ¢] 4} dv 
+ {Le 419-1 9]4+[4, gle} dw=0. (11) 
Especially, if we take 4,4,» as in Lemma 3, then (11) becomes 
(A dv— u. du) (av+ fo)=¢ (a, 4+ fp) du, 
or dividing by の , we have 
(udv—v du)(@ w+ I) =(a, ut, v) dw. (12) 


Applying the same change of variables into the expression of the in- 
finitesimal transformation U/, we have 


の du の Ov の es 
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but by Lemma 1 as we know U Ph) mer ー0, and U =aw+ß, 
の be の 


we have 


Uf=(aw+ 3) bole 
Ow 
or simply U ER 
OT 
“ 1 W x 
by putting t=— log (aw+ß) or amar according as «+0 or a=0. 
a 


Then the equations of motion become by the above change of variables 











Gt each | (4, V, T, au し =) 
an drei. dr 
Tah (uv, e ), 
dt? del 


but since they admit of the infinitesimal transformation の /4 = F, and 


E, must be the functions of u, v, a and 2 only, so that we have for 
の 


the equations of motion 





cH =f (un e) 








dr dr dr 
; (13) 
dv ( du dv ) 
ーー デイ 521 UV, Nee 
dt dé dr 


where either Æ or F, is arbitrary; and also we know from (12) that the 
first integral of (13) must be 


udv—vdu=(a,u+, v) dr. 
Next, eliminating © from (13), 


be 2 
dv du du dv du 7 wm 








dv Se OR (gr a len) 
du (= ) i ‘i du /\ du 
dr dr’ 


but by (12), we have 
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Greed) 
: 7 一 ーー の 
(FR a du Bi (14) 
du’ du/ (a, u+fv) 
But, though Æ (or F) is an arbitrary function of 4, v, di, = t 
rs 5 


can be considered to be the function of u, v, © only, since from (12), 
u 
it follows 


du _ au+Bv HP au+fiv dv 


dr の の TO dv du 
U— U U— ーー の 
du du 


Hence (14) may be written 


dv 
ES 9 D, - 
du ? (< 








) 


where . の is considered to be any function of the arguments. 
Now if we use the term “the motion admits Uf” when the equations 
of motion admit of an infinitesimal transformation Uf, then we have 
Theorem6: Ifthe most general central motion admits of an infinitesimal 
transformation 


Uf= (4+ 24.) = +(-¢. +9) ae 2, 


dv 
du 





then the equations of motion are reduced to 


の の ( dv ) 
un == > の 。 — 
ーー す ( % <A 


du 
and 
udv—vdu=(a, u+f, v) dr, 


by putting 


Leur : 
or T=—.— according as a#0 or a=0, 
(RAT 
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where ん みり are the functions of a, y,¢, satisfying the following six 
relations 

[2 g]=0, [4 g]=0, (>, ¢]=av+ Be, 

[4 v]}=0, fe, 4]=0, A, =, A+ Bu. 


From the above results we may easily obtain the solution of the 
equation AF=0; for, from 


うー(% の ge ) 








du? du 
we have 
Eh の ©) ANS 
BEF. {i(20,+y0,)— O (out mare er +—)v 
ae e rd 2} la ( 2), 
ICE ape u=% . D di 
hence 
F.{k(u,u,—u,v,))—x(vu,—v,u)—-y( の 一 の W,)} 
‘Sigs, ke, ed N の の a) 
zu enge Ly 
( dx CANE 5 WM an 
nes); 
à 
that is, 
8 © N 
Zehn sutra (e #24; De 
RAR CO © © =) 
a i Pes OE Be te: v 
(a dx goa Ot u 
hence 


te UNE MINE ah OR: 
ーー で る 
et u Ve ee rer) 


ie, Baur D). 


So we have 
Theorem 7: If the equations of motion 
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Le LRU LE, 4), サー 9); 0047) 
admit of Uf, then we must have 


( . î( の の の ( © の En 
ie a EAA RE Oy nh ee 
ta de oy ee) eri Rh ot i 


pa du | do) Jk 
0) (nv D Var (a, u+ Pi v). 


Next we may consider the case, where the motion admits of two 
infinitesimal transformations 


3 
Usf=(¢ +22.) ター+( - Gat ip, a +0 = 
2 © 9 
I, (9,426) per Ly DEEE = 


By Theorem 5, there exists a relation between の and % such as 
[ み の | =ad+Pp, 
hence three cases are to be considered : 


E DI a +0, B=*0, 
2. De, BEN, 
3. =), EAUX 


1. [ み e]= ニ ww 十 8@, i.e. (U, U,)=a. U,4 8. U. 
By Lemma 3, we can find the functions 4, 4, so that 


[2, g]=0, [2 $]=0, [4 #]=a 4+ 44 
[4 g]}=0, [4 g]}=0; 


and if we change the variables into U,f and U,/ such as 


then we have 


ae of | ar ar: CT of it at of 
U, ee € d PILES — 2 ーー ニー ーーー — mn 
/ Or an Cu i Cv je a (e 8) Or 


Again changing the variables as 
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Fe 
S=log u, y„=logv, < ニャ 




















we have 
ekg Se “hy gn の 
Uf= Djzer I re TV テ ( = 9) Of 
pe Der ar ae STAN Goce 
and the equations of motion become 
ee nace ye) 
d'y :( dé en 
=R, = ’ A on AC. 
om ew des dr (9) 
and the first integral becomes 
oi = =ment— pet. (16) 


But since (15) admits of 7, we have the condition in the similar way 
as we have had (a); that is, 











ole of. ; OF と oF 7 
BEIM perte L(y) ge)" OP af ea), 
Ber or, x OF, OF, 
EEE Daten SS fee PRI EA © = —2R-— fee 6 
の と 32 On as Of! ‘ere O7 ze), 
where 
ı_ dE / dy 
VE oy ee, 
dt 7 dr 


From the first of the above two we have the four independent solutions : 





ヤー —Ë, Y= ler Ze! el a o ーーw “一 w) 十 c( ダ 一 gw)5 
7 ana 


but there exists a relation between first three X, Y, Z, if we are allowed 
to use (16); for, 





En + -(N-8) er 
FE PE Nr that is, pi Seth 
ea (E — a)e® Z 


The same thing may be said for the solution of F, so the equations 
(15) are to be written as follows: 
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/ 
eo (a) 4 (Ea) の の (7-5 ee) 
E — a 





| Si 
y'=—a(g'-a)+(y—a) の (7- る ーー ) 
s'-a 
whose first integral is 7 —é=@,e-?+,e5; where only one of the two 
functions ®, and 2, is arbitrary. 


Again putting &=&-ar, 7=7—aT and eliminating + we have 











aay AE E =) dn (7 E =) dy 

gpl 2 ーー ーー を ・ の ー5, と ° =, 

de Kee rey ode EN | dé 

or 
£4 = 0 (4, oh ; where 7=7-—: and の is any function. So we 
dc dé 

have 


© Theorem 8: If the most general central motion admits of two infini- 
tesimal transformations 





Df=(e,+ p) 2 +(-9.4+4 9) 2 PE T. 


a of YA Ol Sar ee 
1: = (9, に I A — ch, pat (PI oe Ala Pett EN 
of ata qu) 3; +( の 。 十 La) TEL à 


having a relation (U,, U,)=«@U,+ 0, then the equations of motion are 
reduced to | 


ie o(Y, DI udv—vdi=(0,u+ 0) dr, 


where 


X=logu—at, Y=log a 
u 


2. The case, where [d, ]=fg, that is, (U, U,) =BU. 
This case is easily reducible to the former, for if we interchange の and 
J, and put 8=0 in the case 1, then we have our case. So we have 


Theorem 9: If the most general central motion admits of two 
infinitesimal transformations, having a relation 
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(U,, U,)= BU, then the equations of motion are reduced to 


ay 


dY 
dx o(Y, =) udv—vdu=(a, u+ 8, v) dr 


by the substitutions 


where 


X=log u—log 7, Y=le?, 
U 


3. The case, where [ み @]=0, i. e. (U, U,)=0. 
By Lemma 3, we can find two functions 〆 and v, which satisfy 


[4 9]=9, [y g]=av+ fo, [u, v]=0, 


Le = — (ou + Big), D: g]=0. 


Therefore, if we put ta Ves fui ee. log; (a ar 8) 5 
の g 2 (7 


then 


of 


IG = 
We つっ 





5 U, /=(&, u+ß,v) of ; 


and the equations of motion must take the form, from the invariancy 


by U,/f, such that 


d'u _ du dv dv du dv 17 
de ari dr / gue: Au dr’ del Gi 











having u dv—v du=(a,u+f,v) dr (18) as the first integral. 
But as they again admit of U, J, we have 


OF 
Ov 


Zn 


(wi 十 必 の ) er —=U; 








re (a, u Th B, の ) 


rae p= Oy +h, E, 





(X, ut B, v) ar (a w'+/fv) 


i 


d の 
where = WU, yi do 


dr de Solving the above, we have. 
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F=wW'!.® (wu, が) BERN, . Ds(u, u, 7 )+7”} ARTE の , 
Bi Bi 
where y=log (a u+ PP). 


But using (18) we see that u, w and y are connected by a relation ; 
for, 


ius N 


* rg È) 
u u autpv 4 


hence wy’—a' =f, (19). So the equations of motion become 


/ 
a 9 7 
ーー し ul? 4 AC 2) 2 
U 


1 








Ty egal dr Are 7 
A En da ar | 


ri L 12 ( 
— iy”. D,{u, 
7 Bi à L 
and, from (19) we have the first integral 

uy —e = His 


But we see easily that the above two equations may be replaced by 
the following : 


"I 12 7 / 12 di 
U ar Bar AC 1), nu, 0, ( =); 


‘À u du 





therefore, eliminating 7 from them, we have 


LP 2 dn Di (* )- PD. (x, dI 
du PB du du OR 








that is, 


dy _ の (« I : 
du? du 


which is soluble by the integration of a linear differential equation and a 
quadrature. 

So we have | 

Theorem 10: If the most general central motion admits of two in- 
finitesimal transformations U,/, U, f having a relation (U, U:)=90, then the 
equations of motion are reduced to 


tS EB, en a Sa eo 
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dI _@ (* £1) udy—du= 8, dr, 
du 


de 
by a substitution 


I / 
BI 7=log Seele a log (« ~ +8), 
の の = の 


where 4 and » satisfy the following five relations : 
[4 ]=9, | g]=av+ Py, [14 »]=0, 
[= 043% [4 9]=0. 
Remarks: In the equations of motion 
em AM CO ù) j=y. F(a, y, t, à, 9 ), 


which admit of two infinitesimal transformations, we can easily find the form 
of the function 77 i. e. the common solution of AF=0 and BF=0 
In the case 1 and 2, since th equation of motion is 





we have 





Tee re CEA 
REC 9 デオ ーー ) 7 
ER Wer 





-i( CNT 0 CARE 
OM È 


but in an analogous manner as we used in obtaining Theorem 7, we 
have 


a (x7, fi Yy) oP "(aan wees 6) 


ーー リル (E, Nr De? A y) x iG Ne 27 a n) rog. | (6, My Veri a Di) 


soit i n VE x Nd の 
and substituting the values of È and ” We. s=logu-ar, y=log —, 
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= __ (aut Bio). 
と の の 


Hence we have the en form of F: 


Fler)‘ al a ee) 
iù mesh ee 


assuming that 29 —y&=k. 
In the case 3, similarly to the above, we have the form of F': 





1 の の PV TAN LE eS Da 
ee) 
a re YY a EEE 
i ig RON wep 
WW LU ) SIR 
FM dr dr / it 


III. The infinitesimal transformations and the integration 
of the equations of motion, when が does not contain ‘. 


In the central motions, the most ordinary case which occurs is that 
where the equations of motion take the form 
ä=x.F (a, y, 2,4), ¥=y- F(a, y, À 4). 
If the infinitesimal transformation, which the equations of motion 


admit, is 





の =(g+ そ g) 21 +(- Pa + Ya) Sy + L5, 


then by Theorem 3, J’ is a solution of the following equation : 


yt he oe 
Ox 





(y oy) +(— beat ye) ラー ARS 





+(— hs + 9%: ryo: 


ars DITO Ye 
ーー ee 20 
(2 — By +% By の (20) 


But by the hypothesis that 7 does not contain #, we have by differ- 
entiating (20) i-times with respect to ¢, 
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+ of » i+. % N 
(kot ao) — + (Roi, + 2 の) oe + he! OF 
dx Oy ot 


A Vi i+ 8 off OF DI D = た IR 
+ ly + bgt HR Ra) + pt gel 4 ypter_ pyle 


» | REMOTE ON 
9 ん 9 ri+l =(à I —) A 
+ (3 kG} Gi) 2 Man + > の (21) 
% 王 0, 1, 2, 4 Rae i 


We know, therefore, that 7 is the common solution of (21), when we 
change all values of ? so that we have by Theorem 5 


: i TNA 142, 6 
[Se モテ e(e。 — Pi), ENTRER i (22) 


where &,, is a constant. 
First we shall show a&,=0. For, if we assume &,==0, then taking 
Specially <=0 and j=1, we have 


[の GJ=en(e—¢,); 
differentiating with respect to ¢ 
[¢, Du] = Ay] (の Pit) 
therefore 
oz (の ニン の ニニ oi (の 一 Ou)- 


Hence we can find g from the above, which is of the form Ae, 
where À is a function of x,y, and a is a constant. 

Substituting the value of の into (18), we see that &;;=0, which ig 
contradictory. So the assumption is proved. 

Hence [¢’, ¢i]=0, and if. we take : = Qing a= Das 3 «cree ‚ then using 
Lemma 1, we have 


ER 2} (- ダ )>-(#) 
er 


の (3) 
ee が から =O =“ I; 2, BARRELTTE 
va à 





/ 


hence it must be 
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2 (#\ 2 (# =2 fd 
do \ gp) aye) da\g/ ーー 


We have, therefore, gi= 4g (j=1, De... ), where À is any constant ; 
hence g= Ae”, where A is any function of 2, y. 


So we have 
Theorem 11: If in the equations of motion 


t—o0. 万 y=y-F, 


F is the function of あめ ぁ る 9 and they admit of an infinitesimal trans- 


formation 





\ 22 Tee cee 


2 


U oF 2 
2(%+4 ) e — (0,4 Y の 
/ Aer où ( FETE aly A “Ot 


then it is necessary and sufficient that 
o= Aer, 


where A is any function of a, y, and À is any constant. 
Put in this case, I have not yet any successful result for the integration 


of the equations of motion, so we consider the next special important case. 


TV. The special case when /=0. 
In Theorem 11, if 2=0, then の is any function of x,y and the 


infinitesimal transformation 18 


LEA SINE. 
Uf=o, 2h - tap 
fe (ier: Tt PA = 


where て => (2 ゅ 一 %e。 一 7 の ). IH the equations of motion are 


ーー 


eax. が (の の À 7) 
; (x, y | A (23) 
gay. Fay tY) 


then F must satisfy AF=0; that is, 


Ve are 


OF YM eh A PE ie OF 0; 
By 「 Fe IL) 7 + (— 2 Wem 


| Î1 a 


OI | (24) 


JF 
NL a) 
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Then we shall consider some properties of our infinitesimal transfor- 
mation and next, using them, the integrations of the equations of motion. 


First, we show the next 
Theorem 12: I Fis a solution of the equation 


Pri Pepe tl HOSE + (FH) SE + BEE 
3 
rt) 
then the system of curves defined by the equations of motion 
Lt. Fa, y, #4), y=y - F(x, めも の 
admits of the infinitesimal ae re 


of of 
Uf= u; 
SEP = By 


To prove this, we must use the Lie’s theorem(' ): 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung %= (x,y y) gestattet 








dann und nur dann die eingtiedrige Gruppe £(x, ne +7(2, 3 ’ 


wenn der Ausdruck 


(7) —25,—3 = y") o—Ë,, y + Rages SA) 7“ 十 (2 Day 一 — Fan) y+ VEE: 








RARE RI のり 22 = 0) 17705) 
ee Oy 


ist für alle Werte von ©, y, y 


From xy —yr=k and y =Ÿ, 
1 À 
; we have 
k pila Buy Wr (26) 





4 de ; PD 
| vy’ 一 xy 一 
and therefore eliminating 7 from (23), 


yi = = (ay —y)’ . P (x, の, yo (27) 


(1) S. Lie: Voulesungen über Differentialgleichungen, S. 363. 
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v 





ん // 
where d=F (2, Je à SE 
yy AY —Y 
curves of our motion. 


) The equation (27) defines the 


9 i 1 i 
Now applying the Lie’s theorem, in cur case, 2. e. の 三 a (ey —y)*. 2, 


Eé=¢, and カー — 0, the left side of (25) becomes 





Ow Sy Ow -( の ee の ) Ow 


Py, Pe Sy +3 (Peu + Yon) の 


Ox” “Oy Oy! 
の の ) 
dedito 28 
+( i Sat (28) 


But from (26), we have 








— de =3(0y—y).y F+ の - が ( = 7 ti = E i DI 
—k = = —3 (ay'—y)’. F+lay' —y) = = = 25) 
-—L oe —=83(xy —y) . x. B+ (ey —u) | = (oF ve) ; 
hence (28) becomes 
I let CRE RE 


; 1 / 290 ea 
+3tF-1(e2 +9) oh, 
dE k i dx je Oy à 


which vanishes identically by the hypothesis. Thus the theorem is proved. 
It is to be noticed that ¢, 





DAB Dx of is the area-invariant infini- 
dx Oy 


tesimal transformation and the paths of the transformation are ¢ =const.. 





Next, by Uf= EN ou +¢ °F it is meant that 
dx Oy ot 


OL Cy da, dy = — Pr da, dt= C da, (29) 


where dx, dy, dt are the variations of ©. y,¢ for the variation of the pa- 
rameter a respectively ; hence eliminating the parameter from (29), we have 
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902_ の dY __ da 


at okay o 


We know, therefore, that the system of the central curves is trans- 
formed into itself by a motion 





Ly Set Pr 
r=", = 30 

inc D. 
of the points on the central curves. 


Next we consider the case when the above motion is central. From 
(30), it follows 
の の 。 + YVy 


てく ー9 の 
と 2 


ay— Yi — 


but the above expression mus become constant when o equals to a constant ; 
hence € must be a function of & only. So we have 

Theorem 13: If € is a function of © only, the system of central cur- 
ves having the relation 7 —y&=k is transformed into itself by another 
central motion expressed by 


Ly + の 。 
アー ニー テー = : 
UN 





Next we consider the case in which a system of the orthogonal 
trajectories of g=const. may be invariant by 


CM of 
Rn を うと er, 





The orthogonal trajectories of p= const. are expressed by 9,4 —9,9=0, 
hence we have as the condition of invariancy by Uf 


(Pay Py— Pyy Pr) À — (Pra Gy — Lay Lr) y+ e( み ー20) YY 0,(—~,—¥6) =0. 
Substituting the value of £:% into the above, 


(027—Qy) (Gre — Puy) +4 Pa Py Pau =9 (31) 


or 


2 = ee fr _)=05 
On \ の / 十 の ? oy ヽ Pr + Py 
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hence we can find a function 4, such that 


[TI — [I u. —— 
— ーーー 


And also we can see that 
(Pa D) (Van Puy) +4 Le Py Pay = 05 
which shows that the A trajectories of ¢ = sie admit of the trans- 
formation E92 の 。 Bi + (2 み ー ァ の 一 の ,) À ue 
n 


Also the CI cd ni partial i equation (31) may be 
obtained as the envelope of 


g=ep+yqtg(p) and + t=tan log レデ + の , 
p 


where g is an arbitrary function. So we have 
Theorem 14: If © is a solution of the differential equation 


(Le ty Py) (Par SH Pyv) a の 。 Py Pay = 0, (A) 


then the infinitesimal transformation 


of e 
U ag: een 
IS On ? La dr 


has an invariant system ¢=const. orthogonal to g=const., where ¢ is 
another solution of (A); and the same holds good when の and の are 
interchanged. 

Next, we. consider the integration of the equations of motion when 
they admit of an infinitesimal transformation. In our case, it is somewhat 
different from the general case that we stated before. 

If the equations of motion are 


ルー の Ue, UT, 4), eu: VD 


and the infinitesimal transformation is 


d の ©) 
Us=¢, oth 0, si +6 or, 





then F is the solution of 
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OF OF ae are : Ray's Way ; 
Ak=¢,— eva a + (Pym i RIA 


rl o 2) e=0 


Now, we are going to solve the equation AF=0 directly, for the 
methods used in Jf or those like them are not applicable in this case. 

For the purpose, introduce an auxiliary function ¢ (x, y) which satisfies 
the following relation 


Pa ly Py Ya = À P+ hd +e, (32) 


where 2,, 2 and c are any constants, all of which do not vanish, then 
it is easily seen that 


si Neds, の © ] 
F=| ( did a (è I lr ヵ (4e 十 ん 
Q(x i ARTT led yet (4 の 十 4 め の 十 の ) 
is a particular solution of AF=0. 
For, if we substitute 7 into AF, then we have 


SA 18 Bite FE (a +9) の 


k ara 3 KC/ 
where 
イニ {In Pen Pa Pa Pez) — Py Da Penn Pal Gary Pa — Lai 
— Paray Va + 2 Par Day 72 Pay Va) + Pan Ua} 
3B= ld Pun +2 Pu Pay Lu Pan — 2 Pa Pay) + Py Leet 2 Pay 


— Xn Por 2 Lx Pay +8 X Pray }> 





3 = { L(Y, Puy + 2 ey Pay 一 の と Puy — 2 Dy Pay) + Pa? wit 2 Py Ley 
— Ha Pur — 2 XyPay ug 3 LP vy Ta 
の = は 2 (Du Pau Ly) + egrave À Ley 5» 


and 
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t= Lay dn 6 
But from (32), we have 


の Zzz y “rr Ue の 。 だ の / da du UA Py as 2 の 2 Uol re. 2 Cry Vos = À Paz + dg ER 
therefore 


Mie ky ん (den Ver Da Pra) u (@。 d, ー の 。 Pu) の — Pa (A, の 。。 + ん Dax) 


+ Leaf}; 
therefore 
ーーー Prax 
mS 
Nae 1 1 
Similarly, B, C and D become 


1 : 
os の zz ae Pryy » De Y yy vespectively. 
So the propositon is proved. 
Next, if we put F+¢%. ® for F into AF=0, then we have the equation 
for D: 


10=9, 20 9,29 4 (p,-it) 92 +(-9,- 9) 2 no. 
"0% oy ©. 


To solve: this, change the variables as follows: 


の ーー の (% y), みみ ( ヵ 9) t=t, (33) 
then AD=0 becomes 


(4 の @- 4 の + の づ 





う 


Papi aa + Ah + Er 
a 
the three independent solutions are easily obtained as 
d (2 の: 十 9 の 。 ) d- (x, + YP) 2 
see los: (2 Adele ; ツア リ ATA 
06 do g (4 の 十 あ の 十 の ) mye xa eer i 
(=ay —y#). 


Hence we have 


の =P( 








g(4e+ な の +, ey ye} 
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so that!the general solution of AF=0 is 
F+5'.0. 


From (33) we have, by differentiating with respect to ¢ and applying 
the equations of motion, 





i e A 
= Da Ls «È (à 2 
G=(He,+ YP) + F+ pr ye Se 


P= (ad, + yd,). F+(22 +4 2% 


hence の の — de dd 


dg’. の 
RESO], No: 0 2) 
2 Ox pe Oy di Nee Oy 7 


+ (の の 十 9 の ) あー(ep。 二 9 の) 9} P| jr 
Substituting the value of F’ into the above, we have 


2}, = Pr A 
= = {k(A0+%9+0)(F+ 2. W)-kAg+ag+oF 72 





=k(A,0+A4,09+c). W. 
Next if put 7=log(A,0+4:9+c), then we have finally 


dn dy の 2 \ 
CI =hW(¢, ‚k) (7), 
dy? A do Li do 


の カ ( an 
a MY の Ne), 
dg ti nt) 





that is, 


So we have 
Theorem 15: If the equations of motion 


Gan DA Loy, YY at (LAY, dau); 
having the first integral 2 —yx—=k, admit of an infinitesimal transformation 


{ Be SEE en mot 
Yy = の 。 dy +6 à ぅ > then It mus e 
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ee DO © 
een) re 
is ie +7 By の 一 の An Sig? )9/- (4 の 十 ん の 十 6) 
+P. We," log Wi. 
F 


where の is determined by the relation 


Ply PP x = À P +49 + Ce 


Whence the equations are reduced to 


Di = の ( ゅ a) 


which is integrated by the i of a linear differential equation and 


a quadrature. 
Remark 1: IE 4,=0, then 





— の の > の の >. OD 
AD LO De ん ¢ ne), 
APS a dp + p+ Po) 5 





/ 
from which we have ?= w(e = zn hence we have for the 
do Ag+c 


equations of motion 


の の ds ん の 
LETTRE lern 
de (4 ゅ e+ の ・ が (の pinna) 


dp: ni な の 


ht then 
do hot C 


But if we put 7=— 





dn } 
I be è PA De 
2 (Ag+c). W(0,7) Tr 7, 


that is, 
dy _ 


ー ィ 7 =@(¢, 7). 
iid (g 7) 
Remark 2: If A,=4,=0, then 
AD= the し tape” 





from which we have 2= (の er ‘i hence we have for the equations 
の 


of motion 
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Next, we may consider the case when the equation of motion admits 
of two Biok transformations 


Uf=g, =e rc, Uff Lg, で る che Goti = 











Then が must be a common solution of the two partial differential 
equations 


OF 
(あー Hd str 


MANI 
| eat) 


OF or ot. OF 2 ちの が 2 
BF= D, + (Pin le Di 
” Os ‘ Oy (RSS) CE PE Per 2 OY i 





MAI デリ p= 
Og i +9 È. 
Similarly as in the general case, if we put 


À OF oy OF 7 T7 
SOO ren Fy ta + (— ー% 一 re CE 





Bey, 2-0. +( あ %ー il) SF +(— ¢,— 30, +808 


then the condition for AF—0 and BF=0 necessary and sufficient to have 
a common solution is that 


AB—BA=),.A+4,.B. 


But in our case, 
or OF OL LI eee Ee 
He Pie © ic PE GUI) Pere 
AB-BA=y, Da te By + ee その ) DE +(— {2 9p) の 


F の oY 
AU Re +9 Oy の 
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where 7? ミ の の め ー み の 。 and の 三 = (27—aY,—Y%,) ) therefore it must be 、 


ッ ー れ の 十 ん の 十 c。 where J, À and c are any constants. 
And also we know 


(D 0) =U, (U.f)— 00S) 
RO) た Cn 
er Ly On lire Oy pala ef, 
so that we have 


Ose 
Ck ie 








(U,, U,)=A ・ Of + ん ・ U,f+ 


it shows that U,f, U,f and の fost form the “3 gliedrige Gruppe.” 
Similarly if we consider the two point-transformations 
MIO Ji of dig ih of 
U; SRI CT eee U, = b, TA Cali bo 


then we have (U, U)= À. US+ à. U,f; it shows that U,f and U,f form 
the “2 gliedrige Gruppe.” 

So we have 

Theorem 16: If the equations of motion 


t—a. F(a, の à, 4) j=y.F (0,4 &, Ÿ) 
admit of two infinitesimal transformations 


A) Ou dy AC 


i ee id: DV 2: 


then U,/, U.f, and U,f= SL form ‘3 gliedrige Gruppe ; ” and there 


exists a relation between の er pe 


Ga%y—PuPa=MPt kG +e 


where A, 4, and c are any constants. 
Also combining the above theorem with Theorem 12, we have 
Theorem 17: Ita system of the central motion admits of two infinitesi- 
mal point-transformations, then they form the “2 gliedrige Gruppe.” 
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Using the theorems above stated, we may integrate the equations of 
motion. We separate the cases into the following four: 


Le Pz Py— Fy の ー れ と 十 ん の 十 c。 where 2 +0, ?, +0. 
2 0,0, — 9,9, =h@+c, where 2, +0. 

3. Ys, Py—Pybz=c, where c+0. 

年 の の 一 の の 。 三 0. 


1. In this case, as (の 0) = 7a. Ut). V+ 20 OF and (D, TI) 


MA), U, U, and U,, U, and U, are not both interchangeable ; and 
g=const. and ¢=const. are the systems of the curves different from each 
other. 

By Theorem 15. we have as particular solution of AF=0 


a 1 © 9 aan 
ar 6224 
k (A p-+ Agito) et} al AES aay | 


but it is easily seen that I’ also satisfies the second equation アー0, and 





moreover that | È. log(4 の 十 ん の 十 o) } satisfies both the equations 47ー0 


and BF=0. 
So that the general solutions of AF=0 and BF=0 are respectively 
of the forms 


F 





= 3 
F+| log (4e+4 め の [ ・ (と g(4y+ ん の の ) 


F=F+ + log (A19+2:4+0}. Wi. (4-47 108 aga g+c)) 


while W, can be written as 
1 
nu 
dog (4e 二 ん の の 
dp 


for, since W, is the solution of BF= 0, by changing the variables as 


Spa y), n=log (410+4,0+-c), 
we have 


zer Pr) Sethe Hart ゅ ー me 
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from which we have the solution 





17 1 
PP (4 ) 
AP Eger 「 
dy 
Thus our proposition is proved. Therefore, the required common 
solution is 
“= 19 1 
F+{ log (e+): prot. de ー タ ) 
“a log (het +e) 


and the equations of motion become 


の の Di ine 
= ん | À 
dy EDER, 


H we put de —©=7, then the above equation becomes 
7 


— =4,W#(); 
7 





herce we have Il dp =,7-+a, that is 


W (©) 


@==/ (Agta), 





where f(x) is the inverse function of 


dx 
Wa, 


Hence we have 学 —g=f(A.q+a), from which we have 
7 


=| の 7(42+ の dn +b. 


So we have 
Theorem 17: If the equations of motion 


t=. (a, y. à, Ÿ), j=y. F(x, y, の ÿ) 


admit of two infinitesimal transformations 
of a 


Me of See 
A ー の 。 ・ 
Pua dA 9y FRE FETT 9” a 


satisfying the relation 
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の の ーー の の 。ー ん 4 ね の 十 Ag+ Cs 
then must be of the form 


HE +9) IC Stig) et AR au te) 
+{ log (apthy+o. Vigano ー タ ) 


on log (4 の 十 あ の 十 の ) 


and the curves of motion are obtained by two quadratures as の 





= J eo f(A,y-+a)dy+Db, where f\x) is the inverse function of Fe 3? and 7 
x 
=log (4 の 十 あ の 十 @)・ 

2, In this case, eg みみ ー の の 4e 十 6 U and U, U, and U, are 
not both interchangeable, and g=const. admit of U, but 4=const. does 
not admit of U,, and the two systems of curves g=const. and 4= const. 
are different from each other. | 

If we interchange @ with # and A, with ん , and put 2, —0 in the case 
1, then our case becomes the special case of 1. 


SL, (0,0) 





3, In this case, since w,4,—0,4,=c, 1e. (U, の ) 三 2 


=0, U, and U, are not interchangeable, but U, and U, are interchange- 
able; and the curves yg = const, and = const. admit of U, and U, rt 


and they are different from each other. 
By the remark È in Theorem 16, we have as the general Zu 


of AF=0 
un mi (a): 


but we can see that F also satisfies the second equation BF. 20, hence 
the general solution of BF=0 must be of the form 


F,=F+ の W, (@ EN 
% 





But J, W, 人 £) can be written a3 9’. A N) W, (9, Di so the 
2 
common solution of AF=0 and BF=0-m ry be ie) into the form 
FR e. (+) 
AU 


Hence the equations of motion are reduced to 
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の “の Em) 


nali 


from which we get d=ke ii D(o+a)dp+b, where 2 (x) is the inverse 





kunotiop of 


- and a,b are constants. 


So we Qué 
Theorem 18: If the equations of motion 


ina. F(a, y, 4,9) ÿ=y. FO à, 9) 


admit of two infinitesimal transformations having a relation 9,9, —- 9,9: =6 
then F must be of the form | 


Bere) 


and the curves of motion are obtained by two quadratures as such 


Be 





where の (z) is the inverse function of 


4, In this case, since 9,¢,—¢,¢,=9, 1. e. (U, U,)=0 and (is U,) 
=0, U,, U, and U,, U, are both interchangeable. And also we know 
that の ー/(@), hence the two systems of curves g= const. and 4= const. 
are of the same system. 

Now, we can introduce two functions ¢, and ¢,, so that 


Px Dry wi oO, = 1, Nr day i Dy ra — 1 3 


then the solutions of AF=0 and BF=0 are respectively 


F=H+£°. mi (ae), 





F=F+9". nf): 


where 
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ay == ETA j=) 9 
e dai ME es PF? 


ur ee ata). 


But from の 。 み ーー Py rae Mi: の 。 Dey rt dy Don に LE, and め ー/( の ), we can 


F 


| 





I, 


Ill 





take 
FURL 
f= 
rite) 
hence we have, substituting the value of ¢, into F, 
Tm _T 1 igs if み m £1| »3 
FM |/ De fr. (34) 
And also we have a TAGE i +/".%@,; and, therefore, if we 
ER 


take, without loss of generality, as 








then 


7// 12 dé. = dd 
ya illa ni RAI Seli IP ( | A | 
1 Le ARR ー ア の 。 十 I fl! dd と の do 


Substituting (34) into the above, we have 
Lo pe gf" ee Da db, P( dé ) 
F=F,+g£ | i | Dai pi の が an の de È 


Hence if we take W= W(e) and compare F, and F,, then F takes 
the form of F,, so that the most general common solution of AF=0 
and BF=0 is that 


Zn 1 f(g) dp | 
F=F,- PT File) de —W(s)} 


Then the equations of motion are reduced to, as in the former, cases, 











a’, f"'() do, À \ 
— ES A rk Wo, 
の f'(e) dy 
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which can be solved by two quadratures as follows: 
It 
ak [SLO WE) Ae appia (LL + 
I" (の ) ゲ (の 


So we have 
Theorem 19: If the equations of motion 


Dean ey: F(a, y, る 9) 


admit of two infinitesimal transformations, having the relation 9,9, —¢,¢,=0, 
then Æ must be of the form 


ae 2 +9 Er yy ムー (* — ei di} 
+p). W(¢); 


and the equations of motion are solved by two quadratures as follows: 


の ーー W (¢) do taf dg 上 の 





だ (9) FE) 
where d, is determined by ¢.¢1y—%,$i2=1 and の and ¢ are connected 
by $=/(¢). 
Example 1. Consider the case when ¢=0, 2.6. xp, +yv,=29. 
If we take 4 as such ¢,= _ vo ” , then satisfies the 
2 の 29 


relation 
Pa Ly Py Ja 1 


Hence, by Theorem 18, the equations of motion 





ーッ ・ Fe) PUS v.4(e#) 





admit of the trans‘ormation €, Si ー の 。 and they are reduced to the 
y Y 


2h h 
dy? ‘dg 


SEITE I 
But as dee F(¢, £ m) may be written in the form W(g, ¢), 


equation 





so we have 
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Theorem 20: The equations of motion 
t=®. (の, め ), ÿ=y. (の $), 


having the first integral x7—y%=%, are reduced to the form 
y 


= P( ら * ーー Di) Jdo=kdt, where @(x,y) is the homogeneous function of 
the second degree and d = Î ey ude 
Specially, let y=ax’+2hay-+ by’ and use the identity 
{ak + 2h (cy + ya) + byy }? = (ax? +2 hay + by?) (az? + 2 hey + by?) 
+ (Wal) (xy —yi}, 
then we have 
Corollary 1: The equations of motion 
t=®. Fa + 2hey+by, ak’ +2hey -by, azk+ hay + yx) + byy), 
j=y.Flax+2hry+by, av +2 hey + by, ax + (ay + yx) + byy) 


are solved by the integration of a linear differential equation and a qua- 
drature. 

lf a=b and h=0, then we have 

Corollary 2: If F is the function of distance from the centre and 
velocity, then the central curves are obtained by the integration of a linear 
differential equation and a quadrature. 

Example 2. If we take the function in Theorem 14, i.e. the solu- 
tion of the equation 


(Po ee Py) (Pra so Ly) rd Px Py Pay =9, 
and d= er. TALL yde—-@,dy), then we have 


Pa Dr — Yy da =1. 


Hence we have 
Theorem: The equations of the motion 


e) 
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We, 2, の | ie 


ri e 
+P. (ep, Ne 


are solved by the integration of a linear differential equation and a qua- 
drature, where © is the solution of the equation (の メー の の (の > 一 の 


+49,9,9,y=0 and $= il BM) . And the system of the central cur- 





Pa + Po A 
ves orthogonal to =const., admits of the infinitesimal transformation g,— 
or 


May 1922. 








On a Certain Expansion of Analytic Function, 
by 
YOSHITOMO OKADA, Sendai. 


In this note, we will prove a certain extended Taylor-Cauchy’s 
theorem, and give some applications of the theorem. 

1. We will first prove the following theorem(): 

Theorem. Let {P,(x)i be a given sequence of functions 


P, (x) =2"(1 + a Mat a Ma? +... ), 20,142... \ 


regular for |x|<p. If 


(un 


n=% 


[DS + Mas (1), BDO, 06908 0) 


b being any positive number not-less than | af? |, and if 
F,(B)=1+4|a| B+|a9|R4+---=Q, 


Q being a positive number independent of n, then any given function f(x), 
regular for |æ|<p, can be expanded uniformly and uniquely into the form 


f@=@P)+e,P.(a)+a,P.(0)+---, Sor |e|SR. 
Proof: Put 
M,(o)=Max (1/0, 02/0, bb... OY POE”). 
Then from 
| R<lim {09+17,(0)}7, 


N=% 


it can be seen that there exists a positive number 7< such that 


R<lim (04 M,(r)} "= lim {BP + M, (p)} >. 
nan =D i 
RO o pg I) i Li _ o rr n ll__—_’_’oo 
(1) Compare with G. D. Birkhoff, Comptes Rendus, 164, 1917, pp. 942-945; and 
also with S. Kakeya, Proc. of the Physico-Math. Soc. of Japan, 2, 1920, pp. 96-104. 
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And since M,(r) = I we get 
の 
lim {5 4M, (Er. 
Consequently 


B<r<p. 


Now, for any given function f(x) regular for | x |<, determine a), &,, 
5 > POCEEZZE ‚such that 


(0) =a 

/(O) 

(0 

LIO za + aa +e» (1) 
(ny 0 9 

TÉ Di ) aVartaVa,+a a, + en +4, 


hold good. Then we get 


W。ー ィ ー 1)" (0) 1 (eons caccennpessstensnngs os suis 0 
バ " ) a® 1 DSi 0 
EO) 6) JMB OB o|, 
2! | 
i? ( 0 ) a 0) a MM à a ©) xss ave-) 
n! 
n=0, 1,200... 





aL (AMD di n=0,1,2 0) 
271 | 


where, as a path of the integration, the circle with the center 7 一 0 and 
the radius r is taken, and 
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D (の 三 /ー+ 1 0 PEACE PER 0 
tr? (0) 1 rer 0 
/-3 (0) a, Dose. sarees 0 
gm am, am 3 a PRZZZZZZZE 1 


eee Oe, eg «<< 


Now let the determinant obtained by replacing ¢ and af’ in D,(t) 
by r and d® be D,/(t), and denote the sum of absolute values of all the 
terms in the expansion of the determinant D, O by E,(t).. Then by the 
assumption for 5” we have 


| DE) inline @) 


Since 
D,/(r)=b£f 21", (r)—| 7 Ii 0 (5 RAC RARE 0 
が ご AY) 1 (Oy Ree ee eager 0 
-3 0) BO Ay SERE 0 
12 b 1 x (4) 
pr DO, DD, DO iii 1 
po 59) DD DA. ......... BR 


and since E,_,(r)M,-ı(r) is not less than the sum of absolute values of all 
the terms in the expansion of the last determinant of (4), we get 


E,(r) =(69-2+M,.(1) Baar), n=1,2,- , (5) 
whence 


EE 1 (GO + Mr) OP + UM) OK P+), (6) 
T 


Therefore from (2), (3) and (6) we infer 
Jo, | = Mr) 6P+ EP + MR +)» 


M(r) standing for the maximum value of |/(«) I for |» |=r. 
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Since 
E<lim {b+ M, (r}}"!, 
the series 1+ S*(b + M,(r)) (P+ IL (7). (O8 + Mn a(r)) B" is con- 


n=1 
vergent; and by the hypothesis there exists a positive number Q independ- 
ent of n such that 
1+ 3) ax |< F.(R)=% for |x| = R. 


v=1 








Therefore, since we have 
œ 


> 


n=0 


an P,(x)| = M) Q | 1+ >» (B®+M,(r)) (0 + IL, (m))------ 


n=Ll 


(DE? + My; (n) By 








for |æ|= À, we see that ゆみ a,P,(x) is uniformly convergent for 
LA 
On the other hand, from (1) and (2) we get 


In (0)-S, 0) Se? ]oo]+e2.]a;|B+- +e |a] BR" (7) 
for |x| = À, where 
di (x) = a) Py (x) + CY」 P&)+ EA + An Pa(T)s 
Sal) = 710) + Ae He ae mE 
. n! 


ev? = | ap et | ige See 5 
Since the series 
プー| a&)|+] wi | +] ae, | Le capro 


is convergent, for any given positive number e, there exists an index m 
such that 


| PH +] a, L'E 4. = 3 vzm; 
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and, since each of 1+|af?|E+|a®©|E+...... ‚2=0,1,2,------ ‚m, is 
convergent, we can find an index m’ such that 





2 一 | a? | ee | a | Reel... < 


Therefore from (7), for |a] = &, 


E 


2 





|) | < arte, | Brio, | Art...) 
+ Q(| mst | deen | On +2 | RB”? + FETT ) 
ぐ て 5 n=zm+m'. 


Hence 


holds uniformly for |x| = £. 


Therefore we can conclude that the function can be expanded uniformly 
into the form 


J (a) = Oy Po (x) + a, Pi(e)+@, P.(0)+----.. x) on os bos, A, 


since lim I, (x)=!'«,P,(x) converges and S,(x) converges to /\x) uni- 
n =Ù 


formly for |æ| = À. 

Lastly, from the uniqueness of a, Ay Ay AE such that (1), 
which can be easily obtained from an expansion of /(x) of the above form, 
can hold good, the uniqueness of this expansion is seen at once. 

9. Now we proceed to give some applications of this theorem. 

(i) Let 

P(a)=1+a,x+a,2°4---- 


be regular for |e|< % and put 
F(æ)= P(x), 


0 0 0 
nla, nla, 9 | 
2 


=o" A] EE ____ Rod RER Ee SAB Rr 
i | i 2. 3.---(n+1) ohi 3.4.---(n+2) 


Then P,(x) are regular for |e|< p. 
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Now, for any positive number <p, take a positive number e such 
that 
R<p—E< p. 


Then, since P(x) is regular, there exists a positive integer m’ such 
that 


| Am | <1/(p-:)", m>m. 
Let us determine 0°? such that 


に El b, ; 
CFI) O+2)-—- CEH 


in which each b, is any positive number not less than |a,J|, for v=1, 2 
ーー ,m', and b,=1/(9—<) for v>m'. Then we can choose a positive 
integer n’>m’ such that 


Max (1/9, BM: /bO, DAD, 0@-D/ の @-) 


=Max (+ pclae NS SORT RS IT ol m'+2 (2% + 1) Onsı 
\p pe (⑫ 十 1)( の p-) "m+Dlp-e) (a+1)bu 


> 


- OF ae QUE ne 
sa) 1/(p-e), n>n. 


Hence 
tim | 29+ Max ( 1/0, 692,109, BPO, «+, Zu] ve 
=p_-e> È, 
since lim 00 王 Him b,/(n+1)=0. 


Further it is obviously seen that 


! pepe 
F,(R Tue. Ri n! | as | P+) ci. SO, 
(28) 2 3.4) Bi) ae = 


being independent of n. 
Therefore by the theorem we have the result(!): For a given function 


P(x) =1+ A, OH Ag? ++ eee 
(1) Compare with E. T. Whittaker, A course of modern analysis, 1902, p. 110. 
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regular for |® |<, any function f (a) regular for | |< can be expanded 
uniformly and uniquely into the form 


J (&) =) Py (x) + a; P, (x) +o, P; (a) + RR ’ for (al Oe 
where 


P,(«)= P(x) and P,(x)= | LO 
0 


(i)- Let 
P(@)=14 a,0+ の の 十 …… 
be regular for | «|< p, and put 
Mia, we) D ON, 2. 4 
Then assuming that 5b, is any positive number not less than [a,| we get 
Max (1/p, 62/6, 0676 人 2 っ bb) 
= Max (1/0, 670 っ …… っ 02/04) 
and DD. 


Therefore by the theorem any function regular for [æ|<p can be 
expanded uniformly and uniquely into the form 


J (&)=c) Py(x)+ a, P, (x) + oP, (x) +--+ 3 for, hor [= 
or F(@)yH=P (a) )ea 二 wiz 十 の の 十 …… ie for | #|= &, 
provided that 

0< R<lim{d,+ Max (1/9, dus1/0ns 0 n[On-as me B2/0,)} 7. 


Now, since we can choose f(x) to be a function having no zero point 
within the circle | «|=, we can conclude that any function 


P(a)=1+ax+0,2+...... 
regular for |x|<p has no root within the circle 


| U | =lim {d,-+ Max (1/0, Cain Dn/On-1s OS OUR 2 b,/0,)} er 


assuming for b’s as before. 
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Specially if we take P(«) to be a polynomial 


P(e) it ae mer a 

then since we can take p arbitrarily large and we can make D,,1/b, 

Dee be arbitrarily small, we have the result: Any polynomial 
Pla)=14 hy C+ WE Fre og, の 


has:no root, within the circle 


| « |=Min tot beiden, 


1 Sk zn- 
(iii) Lastly let us take 
P, (x) =2"n! J, (a) 


LC’ x 
= の ユー ュー + e ト 
22.11 (% 十 1) 2%.2!(m+1)(n+1) 


Now, determine 5%? such that 


pm = 12%, v!(n+1)(n+2)-- (n+v)}'. 
が 9 ニン 669。 5,09, "(6% =1) v=1, 2, aa . 
Then we have 
(0) 
の な CI if n=2 Vs 


6 の 21V/w+1} 





=, if 2 三 の ウッ ー1, 
v 
50 1 1 
IM 一 Mat fn=2», 
2 の 2。 2Vv(0+1) bee | 
it 
ーー i x= _ 
LTD if n=2v—1, 
bo? 1 porn 1 


D | 21/20 0 BONS Dun 
‘so that, putting 


Dem hem — 1/(2 VY pq), m=n, n—1,-+, 1, 
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we see that 
p+q=n+2 if m is even, 
ya if m is odd. 


Therefore 
Max (59442/260 39 092901929 に の 260- の ) ニ 1/( 2 In) : 
and 


Max (BED, DEN /p On are)... DE/HO-D) = 1](2 1 る ), 


consequently 
Max (1/p 69.69 BILD... BYP/bE-) = Max (1/0, 1/( 217) « 
Hence 


lim {5® Max (1/9, 022,/b©, DP/bQ iti nina 


=lim{1/(2 1/01 + Max (1/p, 1/2 7% ))} = 
since 
P= 689 =1/(2yn+L). 
Further it js obviously seen that 


FR 
ae. AR ator R< 0; 
(ft) =1+ Fil (+1) =); for R<p 
@ being independent of n. 
Hence by the theorem we see that a function f(x) regular for 


|z|< can be expanded uniformly and uniquely into the form 


J (#) =P, (a) +0, P, (a) + 0, P, (a) + ce. A ete | ae ec eee a 





Therefore, putting P,(x)—=2"n!J,(x) and a,= me into (8), we 
"nl 


get the following result which is nothing but the Neumann’s expansion, 
by the Bessel functions: Any function f (x) regular for |x| <p can be 
expanded uniformly and uniquely into the form 

I) GR (e)+ (+ OT (a)t--,. Jor]e| SB<p. 


Now, specially let /(x) be a regular and even function for | æ|<p. 
Then, since /***?(0)=0 we can get from (1) 
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On, 27*(2n)! On 


=(—1)"2" (22)! 
f(0) ñ Aon EEE es 0 
He) Zi RN RR, 0 
2! SIN 
I PA PI ne... TA N RT 
fer) (—1)° (—1y"2! -Qn-2)! 


Qn)! nF 2@D@-1)I(+1)! #11(2n—1) 


. and Os n=. 
Similarly let f(a) be a regular and odd function for |x| <p. Then 


we have 
Con=0 
and Cn au (2 n+1) | A on+1 


—(—1)"2""*"(2n+1)! 





| 70) sl Rare a 0 
La 
lee 1 NN ie ; 
3! 21121 
nen piles he va he nn i uae aaa igs ee rr 
fen) (0) (11 (CISSE ー (an 1 
(2%+1)! 2nl(n+1)l 2035 一 1)】 (n+1)! 21!(2n)! 


Hence any function f(a) regular and even, or odd, for | z | ご の can be 
expanded uniformly and uniquely into the form 


f(x) =CyIy(w) + Gi (we) + Ci (@) +--+ for |e] = B<p 


Via) O, J, (x)+ Cd, (x) + CJ; (x) + RITA | for |e| = R<p. 
For examples, consider the functions 


F(x)=cos x and f(@)=sin x. 
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Then, for /(«)=cosx, from (9) we have 
dl, ¢=—2, Ge 


and, for f(x) =sin x, from (10), we get 


Therefore we obtain 
cos = J) (x) —2 J,(x) +2 Ile) — 
and 
sin w= 2 J, (w)—2 J3(x)+2 J; (x) — + -- 6 


which are due to Neumann. 


May 1922. 


Eine Verallgemeinerung des Taylor-Cauchyschen Satzes, 
von 
TADAHIKO KUBOTA in Sendai. 


In der letzten Sitzung der hiesigen mathematischen Gesellschaft hat 
Herr Okada eine Darstellbarkeitsbedingung der analytischen Funktion 
f(x) durch die Reihe von der Form 


aPl@)+4P(@)+,P. (+. +, Py (@) Heer 
wobei 


P..(@)= | "P, (x) de 
0 


(2)= I Pia) dx, P(0)+0 


vorgelegt. Im Anschluss daran möchte ich hier seinen Satz auf einem 
anderen Wege beweisen und auf die Funktionen mehrerer Variabeln er- 
weitern. 

I. Es sei P(x) eine reguläre analytische Funktion von ® im Kreise 
| z | = £, ferner seien 


P(0)+0, P(«)= | " P(x) dx, 


ア ,,( の = il "P,@) dx ; 


wenn nun f(x) im Kreise |w|=R regulär analytisch ist, dann ist f(x) 
durch eine gleichmässig konvergente Reihe von der Form 


Ay P (a) + OP, (@)-+ a,P, (0) + + Py(@)+ ore 


darstellbar, wobei a, geeignet zu wählen sind(* ). 
Der obige Satz lässt sich natürlicherweise in nachstehender Form 
‘ ausdrücken : 


(1) Für die Bestimmung von a; vergleiche man Whittaker, A course of Modern 
Analysis, Cambr. 1902. 
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II. Es sei P(x) eine reguläre analytische Funktion von の im Kreise 
| z | こく 7, ferner seien 


P(0)+0,  P,(x)= | ” P(a) de, 


PND 本 il “P,(0) de; 


wenn nun f(x) im Kreise |& |< regulär anal en, ist, dann ist f(x) im 
Kreise |æ|<R durch eine konvergente Reihe von der Form 


a P(«) +a, P,(@)+ a, P,(%) +... + Gy Py (0) +. 


darstellbar und zwar ist die Konvergenz in jedem innerhalb des Kreises | x | 
< R enthaltenen Bereiche gleichmässig. 
Beweis des Satzes I. 


Aus 
(9= ニ | 12 euer [7 dx da...... dx 
0 0 0 


erhält man in bekannter Weise 
1 gi ah f= Le 
Pa の = ニー | @-9PO dé 
PORT 


Wenn /(x) also durch eine gleichmässig konvergente Reihe von der 
Form: 


ay P (2) + a P, (@)+ a Pe (a) + ++++* on) pui. 
darstellbar ist, so ist 


f@)=aP(e)+ DI | Ae @_sY PE dE, 
n=1 0 A 


wobei & so zu bestimmen ist, dass 
J (0) = %P(0)= 
gilt, d.h. 


OR in P(a)= =|" P@ DE (0-8) 


Nn=V 
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Setzt man nun x—=1t, so ist 
fe) ae P(x)= ie Pe-9 Di ex Sa 


Setzt man ferner 


< Und NESS 
Piet = F(t), 


n=0 


so ist 


ア ⑲ー I = P(x)= [ P(a—t) Fd) di. 


Wir fragen uns ob man eine in Kreise | «|= À reguläre analytische 
Funktion F(x) in solcher Weise bestimmen kann, dass die obige Relation 
gilt. Differenziert man die obige Relation nach 2, so bekommt man 


j'@)- ni Pi(e)=P.0) Fa)+ [ P@e-) 7 の 





(x) P(0)—f(0) P' (2) P'(e_1) 
RETTA = Fa)+ [= F(t)d 
P(0)° (0) ui (0) dé, 
welche cine Volterra’sche Integralgleichung zweiter Art ist. 
Nun sei der grösste absolute Betrag von Rn im Kreise | «|= 








R mit M bezeichnet. Ferner sei der grösste absolute Betrag von 


F'(«) P(0)—f(0) P (2) 
P 0)’ 





im Kreise |e] = À mit N bezeichnet. 
Nun setze man 


F(«) PO) が 0) P(@) 


P(0) n 
Pix—t) __ 
Po, = — K (x, t), 


dann ist 


g(a)= F(x) — | "Ka, t) F(t) dt. 
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Berechnet man 


K, (x, t)= Î "K(x, y) K(y, t) dy, 
t 


K,(2,t)= [ Kay) KW ay 
dann wird die Lösung der Integralgleichung 
(x)= Fa) — | "Ka, t) F(t) dt 
: 
durch 
Fe)=9(2)+ | Rat; 1)g (1) di 


darstellbar, wobei 
Kat; 2)=K(x,t)+1K (x, t)+ PK, (a, t)+-.. 


PRG. KG DIE 

Diese Reihe §(x,y; 1) konvergiert bekanntlich in jedem endlichen 
Bereich, wo K stetig ist, gleichmässig. Folglich stellt ((#,¢; 1) in m- 
serem Falle eine reguläre analytische Funktion im Bereiche | «|= 2, 
|i[ =, |x—t| < R dar. 

Infolgedessen ist die Lösung F(t) regulär analytisch im Kreise |¢ | 
= E und ist durch eine gleichmässig konvergente Reihe 


dali + at A io PAL 上 Session 


Ast i 
21 al n! 


Aisa 


Qi + 


darstellbar. Somit ist die Reihe 


ay P(x) +P, (@) 填 @ 了 5(?) 十 ……… 填 g, ア (?②) 十 …… 


im Bereiche |z| = À gleichmassig konvergent und stellt die gegebene 
Funktion f(x) dar. Damit ist der vorgelegte Satz bewiesen. 

Als unmittelbare Folge des obigen Satzes erhält man den folgenden 
Satz III. Es seien g(x) und f(x) im Bereiche |x| < E regulär analytisch 
und man betrachte 
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P,(w)= | P(x) g(a) de, 
0 


Pi の 9 ニア 79 dr, LUE U 


Dezeichnet man ‘den kleinsten alsoluten Betrag der singulären Punkte 
von der Umkehrung von 


ナー | (の) da 
0 
mit k, so ist f(x) durch 


a) P(x) + a, P,(x)+a, Py (x) + ーー + An (2 る ) 十 …… 


im gemeinsamen Bereich 
| | g(a) de 
0 
darstellbar. 


Zum Beispiel nehme man 


< k und [x|< E 





g(a)=140,  R=1, 
fot) de=o+ =, 
È 2 


x +2 x—2 z—0, s=—-1+v1+22 


Somit ist der kleinste absolute Betrag von singulären Punkten von 
der Umkehrung; von 


x" 
E=L — 
‘20067 
ist = No ist der gesuchte Gultigkeitsbereich der. gemeinsame Bereich 
von 
le(z 十 2)| <1, lez| く ユ 


Nun wollen wir unsere Betrachtung auf die analytischon ek 
mehrerer Veränderlichen verallgemeinern : 
. IV. Es sea P(x, y) im Bereiche . 


Il ER Mr 
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regulär analytisch, ferner ‚seien | 


P(0,0)+0 


Py (a, の = Il Pia, y) de, 
0 


Ea (54) =| "Pe, y) dy, 


の = ‘| "Pa, y) de dr, 
0 0 


P, (2, n=[ fre y) da dy; 
oJ 0 


Poo (の 4) =["[ Pe. y) dy dy, U.S. Ws 
0 0 ) 


dann ist jede im Bereiche |a] = R,|y|=p reguläre analytische Funktion 
f(x, y) in demselben Bereiche durch eine gleichmässig konvergente Reihe von 
der Form 


/@ の = ウ ) > eo) 


n=0 Mm= 


darstellbar. 
Beweis. 
Nach der Definition von P,,, erhält man: 


di u) ー1 (y — 9) 
Pe の = (の の ーー a "DI dudv, m>0, n>0, 


— u)" 1 


du, 
—1)! 


Pa D =] ア (% 2 en 


Pan (ts ÿ)= ih Pa, 0) ma dv. 


Nun setze man 


CNE “ur 100 p Pees») =o) 


i bestie man aus lie 1 2, 8… い Go) sodass | 
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342 
の (の る N, vi dE 0) n er | du 
-[ > „= Plu, 0) du. 
0 m=0 (m—1) (一 1)1 


Setzt man nun | 


nu 


TUE D: n+) = Di 


m=0 


so ist 


(e, 0)= Il Pu 0) F(e—u) du 


a | “P.e—t,0) Fit) dt. 
0 


Aus der obigen Integralgleichung kann man F(Z), d.h. a,, (¢=1, 2,3- 


-- の) bestimmen. 


Co Yy nel 
a in ck... 
Nun の (0, y) 2 a, {N (0, v) TE 
=|) SE ht De) a 
0 n=1 (x —1) 
Setzt man 


x pnl a 
> Ayn Pin ENEA) 


so erhält man 


g(0, y)= | "P(0, の ) @(y-v) dv 


=| PO, y—t) G(r) dr. 


Bestimmt man G(7) daraus, ‘so sind Gyn (n=1, 2, 9 …… co) bestimmbar. 


Nun setze man 


9 (a, y)— f "P(e—t, y) Fi) dt— | "P(x, y—1) Q(z) dr=¢ (a, y) 
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so gelten (0, y)=0, の (>, 0)=0. 
Dann setze man 


の (あの D> DR Gna Pan (GY) 


n=1 mal 


Y fa = = 2 — u)” 
=| | P(u, v) DI CN RI ( =" 
0 0 : 


n=0 m=0 





GE qu dv. 
n | 


Setzt man ferner 


> > Om+1, n+1 (e_u)" (Y war = (a—4, y—v), 


m | n! 





n=0 m=0 


so erhält man 


J (a, n={ | Pe v) d (a—u, y—v) dudv 
09 0 


=[ | Pe-ty-9 の (4 7) dt dr, | (1) 
04 0 


wobei d (0, y)=0, の (a, 0)=0. 


Differenziert man (1) nach + und nach y 


= J 4 7 
ED — Poo, 0) 2 (a, N+ [Pro y—t) O(a, 7) de 
TOY 0 


+[ P.le 0) の (69 a+ | [raté y—t) (t,t) dédr. (2) 
0 040 
Umgekehrt kann man (1) aus (2) wie folgt herleiten : Integriert man 
(2), so ergibt sich 
I, y)+ X (x) + Y⑰=| | Pe-t y—t) D(t, 1) dt dr, 
07 0 


wobei X(x), Y(y) analytische Funktionen bez. von x und von y sind. Setzt 
man x=0, y=0 der Reihe nach 


| 0, y)+X(0)+ Y(y)=0, 
は dh (a, 0)+ X(x)+ Y(0)=0, 
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Y(y)= — X(0), X(a)= — Y(0), X(0)+ Y(0)=0, 
folglich X(x)+ Y(y)=0. 


Die Integralgleichung (2) ist von der Form 


om y)=9(e +] Ky =) 9 (>) de+ | Lai) © (t, y) dt 
h 0 i 0 


+ f Mess y, t) D (4,9) dt dz(*), 
04 0 
wobei die Funktion 2 (a, y) die gesuchte Funktion darstellt. 


In den Bereichen |a| = R, |!] SR, |x-t| =, |y|=p |T|=p, 


19 一 て | 三 seien 
le 上 の | に の 191 に |L@UI<N, 
| M(a,t; „r)I<N. 


Wir finden nun (x,y) durch die Method der aufeinanderfolgenden 
Annäherung nämlich 


P(x, y)= (x y), 


の ( ぬ =) | EI 
-[ Le, delt y) di | Me ts wr) 9 (t,t) dt de, 
6 ode 
de = = [| KE 
-[ Lied) 9 (ty) a (Met; の て) (t,t) dt dr 
À puo 
+ i "EK(y, 7) | | | や の りら (の て ac | di | 
À 
+] L@ | { KW t) の (tt) de | dt 
0 0 
si | "Paar 9[ | "Kit. Dole de] di dî 
pi 8 


(1) Vgl. Volterra, Lecons sur les equations intégrales, s. 74-77, darin ist die Auf- 
gabe kurz behandelt. 








EINE VERALLGEMEINERUNG DES TAYLOR-CAUCHYSCHEN SATZES. 345 
Y x 
se Il HO | re (Er dt] di 
) Jo ATTO 
+[ Le, i) | / ze D ob y) a] di 
0 1 0 
x m a 
+ [me 1; | LG de (t, 9 dé] di dz 
0 0 0 
/? x nt bi ・ 
+f" Ky, 2) | | / M(a,t:77)0(t,7) di de | dz 
リ 。 0d 0 i 
の è (1 = È 
«I (あの |) [ mae sy, 7) 9 (6 tr) dt de | di 
0 0 の 0 LA 


x pri di t/t de = 
+f / ee9|」 | Mit; zz) o(t e) diede | db dr. 
04 0 JI 0J 0 


| Zum - Beispiel 





fw 7) ze © (x, ©) de DE 





= ye 9| [ Ko?) K(&,r) a | dr 





【 : anale = an アト 
LOST NE Mi 


fre | | Kee) の (も て ) de | ai 
0 0 
=GN'|2| |y| SON Rp. 


[ [2e AGE DRE De Ga dr |didr 
070 0 














Cei gg RR 
= oi 2! 


Daraus erhält man im allgemeinen 


| の (の 6 Y)— Dr Y) | 





N+1 R n FR n—-1 
zent た OG GNA: HO: ne en 
Pi GEIN n i SORA 21(n—1)! 
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tee tn O GN ae pr Lana + GN en 
Re | En NE) "2 G. Net ap 
+(n+1) aC; Gay N ur + (n+1) GN u. 
Te GN ET Oni, GNM SE 
He oa 

(f+) 


TE CE 
Sete a Wri 
Ge) 1)" Li “kare MES ) 
a mn (OLR Roy 


der) 


wobei I (= ii ) die grösste in sal enthaltene ganze Zahl bedeutet. 


+G Ne RO 





Da aber die Reihe 
Bar er nn (0+B+ Ro" 


Ge) 


D,(& y) 


gleichmässig gegen eine reguläre analytische Funktion 2 (a, y). 
Aus der Relation 


konvergiert, so konvergiert 


Pa en | "E (yt) Dn (a 2) dr 
0 
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- ze t) の (ty) af fm t; y, ©) ®, (t,7) dt de, 
0 Ov 0 
folgt 


2 @ の = の | ゆう の @ 9 なー ド ァ (60 の 6 の の 


-f | me, t; の て) の (4 t) di dr, 
070 
und ® (x, y) ist die gesuchte Funktion. 
Als Spezialfall der obigen Gleichung ist die Existenz der analytischen 


Lösung der Integralgleichung (2) bewiesen, woraus sich ergibt die Existenz 
der regulären analylischen Lösung der Gleichung 


の (©, )=f | Pes グー ィ ) の (t,t) dt dr. 
09 0 
Schliesslich ist 


er 


+[ Pes y) F(t) a+ | Pe, 9ー?) G (<) di 


+ [ Pe, ダー て ) の (2?) dt dr 
0 0 


und folglich 


n=0 m=0 


Damit ist der vorgelegte Satz bewiesen. 


プ ( の る の = DI dna Punk; y). 
| 
| 


Den 29 ten Mai, 1922. 


TIR = 


Grundlagen einer allgemeinen Theorie der zeitlich 
veränderlichen Vektorfelder und ihrer 
Relativitätstheorie, 


von 


Lucrus Hanni in Wien. 


In einer früheren Arbeit des Verfassers(!) wurde gezeigt, wie man 
mittels funktionentheoretischer Betrachtungen durch Übertragung der 
Cauchy-Riemannschen Gleichungen auf Biquaternionen U+%,, die von 
vier reellen Veränderlichen 2,, 2, ©, t abhängen, zu den beiden Systemen 
von Gleichungen gelangt 
































DU OU ol, ARE D, | Qu | Où _ みこ 0 
Palli ia on Na On, Ot da Om 
Bu OD, NO ON Ov, . Ou , OY OÙ _ 
dx, ot di Oz。 da, On, . Ob. Ong 00m 
Cu Cv. Ou, Qu Oy, . Oty m OU ee 
1 detta 2 ue. E IA ee CA i 
の Os ot © On, om ) Ons ‘i Ct | On 0% 
Ov, Qu Ou, , OU Ou, Ov, Ov. Os 
L 2 」 Cl 9 = RES TRE 
A ¥ On, ia Os dì Os a On Om 9% 
wenn 


U=u, 71 に Ur)» ir Us) 3 + Us 
B=, 97, 4+02)2 = V3)3+ U 


ist und diese Funktionen innerhalb des betreffenden Bereiches den ent- 
sprechenden Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen genügen. Da 
aus diesen beiden Gleichungssystemen folgt, dass U und ® der Wellen- 
gleichung genügen, so kann man sich umgekehrt die Aufgabe stellen, von 
Wellen im dreidimensionalen Raum auszugehen und sodann die Gleichun- 
gen la, の) einzuführen. Für den speziellen Fall, wo u, und v, versch- 
winden und die Gleichungen 1a, b) in die Maxwellschen Gleichungen 


(1) U. den Zusammenhang zwischen den Cauchy-Riemannschen u. den Maxwellschen 
Differentialgleichungen. Dieses Journal, vol 5, 1914. 
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für homogene isotrope Nichtleiter übergehen, ist diese Aufgabe schon vom 
Verfasser gelost(+ ). 

Hier wollen wir nun die Gleichungen 1a, b) selbst einführen, indem 
wir von Wellenbewegungen im dreidimenisionalen Raum ausgehen, die 
transversale und longitudinale Wellen zugleich enthalten. Von da können 
wir unmittelbar zu beliebigen zeitlich veränderlichen Vektorfeldern über- 
gehen und erhalten eine Verallgemeinerung der Gleichungen 1a, b), an die 
wir den Energie-Impulssatz für beliebige zeitlich veränderliche Vektorfel- 
der anschliessen können. Man gelangt so ohne Verwendung von Sätzen 
der Physik zu einer Theorie der Vektorfelder, die Gleichungen von dersel- 
ben Form wie die Grundgleichungen der Elektrodynamik und der Me- 
chanik enthält und ausserdem noch die Möglichkeit einer physikalischen 
Theorie der Gravitation im Anschluss an die Einsteinsche Gravitations- 
theorie bietet, da man einem zeitlich veränderlichen Vektorfeld im dreidim- 
ensionalen Raume umkehrbar eindeutig einen vierdimensionalen Raum 
zuordnen kann, für den die Riemann-Weylsche Geometrie gilt. Zum 
Schlusse zeigen wir noch, dass die Gleichungen 1a, の ) und der daraus 
sich ergebende Energie-Impulssatz von der Wahl eines Koordinatensystems 
im vierdimensionalen Raume unabhängig sind. | 


§ 1. Einführung der Wellengleichung und Kriterien für 
Longitudinalität und Transversalität von Wellen, 


Wir betrachten zunächst folgenden einfachen Fall. Ein Vektor 3 im 
dreidimensionalen Raume sei eine periodische Funktion der unabhängigen 
reellen Veränderlichen. r und 4 so dass sich 3 in der Form darstellen lässt 


8=f (r+t)+9 (r—t), 

wo die Vektoren f und g beliebig vorgegebene Funktionen sind, die in- 
nerhalb eines gegebenen Bereiches bestimmten Stetigkeits- und Differenzier- 
barkeitsbedingungen genügen sollen; ausserdem setzen wir fest, dass z 
einen Abstand von einem gegebenen Punkte und 7 die von einem gewiss- 
en Zeitpunkte an gemessene Zeit bedeute. Wir legen nun ein rechtwink- 
liges Koordinatensystem zugrunde und tragen die dem vorgegebenen Bereiche 
angehörenden Werte von r auf einer Geraden durch den Ursprung des 
Koordinatensystems auf, deren Richtungscosinus «&, 9, 7 sein mögen. 
Sind £, 7,6 die drei Projektionen von $, so bestehen also die drei Wellen- 
gleichungen 

(1) Einführung der Maxwellschen Gleichungen in die Wellenlehre. Dieses Journal, 
vol. 20, 1921. 
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2) の * と dé ae on ta (Ci) の て == oO 
i ot or a vor o om, 


MN 




















Diese Wellentewegung kann man sich nun dadurch in der üblichen 
Weise veranschaulichen, dass man den Vektor § in zwei Komponenten 
s' und &” zerlegt, in eine parallel zur Fortpflanzungsrichtung der Wellen- 
bewegung mit den Richtungscosinus a, 8, 7 und in eine zur Fortpflanzungs- 
richtung senkrechte. Die zur Fortpflanzungsrichtung parallele Komponente 


& von $ genügt der Bedingungsgleichung 


3) He 7-0 a+ (y! a が 0 
zul 


und die zur Fortpflanzungsrichtung senkrechte Komponente 5° von $ 
erhält man durch die Bedingung 


4) El a+y"! BG! 7 =0. 


Im ersten Falle stellen die Gleichungen 2) longitudinale Wellen dar, 
im zweiten Falle transversale Wellen, während im allgemeinen Falle trans- 
versale und longitudinale Wellen zugleich bestehen. 
Man kann sich jetzt die Aufgabe stellen, die Wellengleichungen 2) 
so umzuformen, dass man aus der Form der Wellengleichung selbst sieht, 
welche Art von Wellen gegeben seien. Dazu ist notwendig, dass man die 
Richtungscosinus «, 8,7 in die Wellengleichung einführt, so dass neben r 
auch noch die Richtungscosinus a, 2, 7 darin auftreten. Anstatt der Grössen 
7, a, },r kann man aber auch die rechtwinkligen Koordinaten &, y, # der 
Punkte auf der Fortpflanzungsrichtung verwenden, die der Bedingung 


5) cato sia 
genügen, so dass 

r=2a+yß-+27 
ist. Es ist dann | 


Ox "Oy  % 


Um jetzt z. B. in die erste der Gleichungen 2) die Veränderlichen 
x, y,% einführen zu können, schreiben wir sie in der Form 
ore i の * と 


Ss 21107 122) 
se op CFA HT) 
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Mit Rücksicht auf Gleichungen von der Form 


Ce Se ora 

















ATI De 
und 
a ee 
Di wer. De GE. 
or or Ox or 


geht die erste der: Gleichungen 2) in die Gleichung 


fae OF + SEN a 
Cee eo + 02 








über. Man erhält so an Stelle der Gleichungen 2) das Gleichungssystem 
0 0 の EN の EN の と 
ot’ SE toy の 2 
の * 9; cx 9°; 
6 En a sa) 
) a petra i Oy" i Oz 
es ee eg fs の an 
OF ox? Oy” On | 
Die Gleichungen 6) haben jetzt schon eine solche Gestalt, dass man 
die Ausdrücke 3) und 4) in dieselben einführen kann, nachdem man 3) ) und 
4) nach r differenziert hat und sodann an Stelle von @,,r die Ko- 


ordinaten x, 7,2 verwendet. Es sagt dann die Bedingung 3) aus, dass 
der Vektr u mit den Komponenten 














= Cri DR eae ele RZ = O£ 
CURE SAINS On Oy 


verschwinden soll, wahrend die Bedingung 4) in die Gleichung 


= と 


Us — 














に ん At 
IE PRE 


übergeht. Mit Rücksicht auf Identitäten von der Form 




















OG FR 05.8 GE Beal LR Og 


ee Oy Gz gue de) Oy \Ou Ox 


toe (art Sete) 
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kann man nun die Gleichungen 6) in der Form schreiben 





ーー — 





CSC (2 nique ) 








CE da \©y dar 

6) On = Du _( Qu, OU ) 
Ot Oy Oz da /° 
Ore un AQU ) 
Of), | oz Ox dy / 


Hiemit haben wir die Wellengleichungen 2) schon auf die gewünschte 
Form gebracht. 

Die Bedeutung der Ausdrücke u und «, lässt sich leicht angeben. Die 
Bedeutung des Vektors u ist bei transversalen Wellen, die sich längs einer 
einzelnen Geraden fortpflanzen, schon in der zweiten der oben citierten 
Arbeiten des Verfassers angegeben, während die Bedeutung von « in dem 
hier betrachteten Falle als Maass für eine lineare Verdichtung bzgw. 
Verdünnung im Gegensatz zur Volumdilatation schon bekannt ist. Aus 
der Bedeutung von u und «, ergibt sich umgekehrt wieder leicht, dass ihr 
Verschwinden eine Bedingung für die Existenz von longitudinalen Wellen 
allein bzgw. von transversalen Wellen allein darstellt. 


$ 2. Lonzitudinale Wellen. 


Nach diesen Bemerkungen gelangen wir schon zu jenem speziellen 
Fall der Gleichungssysteme 1 a, b), den man erhält, wenn man voraussetzt, 
dass nur longitudinale Wellen gegeben seien, die sich längs einer ein- 
zelnen Geraden fortpflanzen. Wir nehmen also an, es genügen die 
Funktionen £’, 7’, £' den Gleichungen 6) und es bestehen neben den 
Gleichungen 5) die Gleichungen 


CI OO NN CE wy acres 

















ーー の È ーーーー テ 0. 
=) Oy Cg CE On Ou © 
Aus diesen letzten Gleichungen ergibt sich, dass 
Op op ‚_ Of 
9 i = — f = — u ee 
) : Ox Ù Oy : Os 


ist, wo の eine Potentialfunktion ist. Setzt man 


Pea 


/ 
nr (i 1, 
ct 
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so bestehen also zufolge der Gleichungen 9) auch die Gleichungen 
10) NL 


Bevor wir nun dem den longitudinalen Wellen entsprechenden 
speziellen Fall der Gleichungssysteme 1a, b) einführen können, müssen wir 
von den Gleichungen 6) für longitudinale Wellen zu einem solchen System 
von Wellengleichungen übergehen, in welchem zu dem von a, y, 2 und # 
abhängigen Vektor 5 im dreidimensionalen Raume noch eine von 2, y, 2 
und ¢ abhängige skalare Funktion gy/ hinzutritt. Um zu einem solchen 
Gleichungssystem zu gelangen, führen wir zunächst mittels der Beziehungen 
8) und 10) die Gleichungen 6) auf eine einfachere Form zurück. Dabei 
wollen wir schon jetzt die in den Gleichungen la, b) verwendete Bezeich- 
nungsweise einführen, indem wir die unabhängigen Veränderlichen L, 
y, 2 mit æ&, æ, ©, und die abhängigen Veränderlichen 2’, 7’, の mit o,’, 
の み 93 bezeichnen. Wir betrachten nun die erste der Gleichungen 6). 
Zufolge 8) und 10) kann man in Übereinstimmung mit den Gleichungen 
6’) diese Gleichung in der Form schreiben 


(2 \= (20, Op + Oo 
ot da, On, \ dx, ti の のり u On, ) : 


Behandelt man die zweite und dritte der Gleichungen 6) in analoger 
Weise, so nehmen die Gleichungen 6) jetzt die Form an 








OO の 人 WO の 99, Op! 
1 LE TR SIA Mt pi 
4 Oty NO + OX, de OX ot 








)=0, (G1, 2, 3), 


wenn man voraussetzt, dass die Reihenfolge der Differentiation vertauscht 
werden darf. 

Von hier gelangt man jetzt leicht dazu, für longitudinale Wellen 
neben die drei Gleichungen 6) noch eine vierte analoge Gleichung 
für den Skalar の aufzustellen. Zufolge der Gleichungen 11a) kann 
nämlich der Ausdruck in der Klammer höchstens noch eine Funktion 
4(t) von ¢ sein. Diese Tatsache kann man auch in der folgenden Form 
darstellen 

26 」9e , Be! Data} o, 
Ox, dx, Cas ot 


wo 


EI = 
ct , 
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ist. Die Gleichungen 10) bleiben aber noch bestehen, wenn man darin 
gi durch @。 十 の (の ersetzt. Bezeichnet man e, 十 の (⑰ wieder mit o,, so 
bestehen also ftr longitudinale Wellen neben 5) die Gleichungen 8) 
und 10) und die Gleichungen 6) können durch die Gleichung 








11) ar’ Ome! 」9 _ Om’ 9 
On, Oxy Ons ot 


ersetzt werden. Differenziert man die Gleichung 11) nach 4 so folgt 
wegen des Bestehens der Gleichungen 10), dass auch ¢,' der Gleichung 


Oo", * CH 4 CAN i oo, 


OF On Ce ate? 





genügt. Es lässt sich so für longitudinale Wellen das. ursprünglich 
gegebene System 6) durch das Gleichungssystem 








0; % oo, 0; So, x 
» [に COTE CO | Game ae 
ersetzen. Man kann also bei longitudinalen Wellen schon durch Einführung, 
der skalaren Funktion ¢,' von den Gleichungen 6) des dreidimensionalen 
Raumes zu den Gleichungen 12) des vierdimensionalen Raumes übergehen, 
ohne irgend eine neue Voraussetzung machen zu müssen, und man sieht 
zugleich, dass für longitudinale Wellen das Gleichungssystem 12) nicht 
mehr aussagt als das System 6). 

Aus diesen Überlegungen ergibt sich, dass es bei der Charakterisier- 
ung des Verlaufes von longitudinalen Wellen, die längs einer Geraden 
mit den Richtungscosinus w, 8, 7 fortschreiten, auf den Ausdruck 


の (pat 9, 3+ 037) a dp + op! Ze, 
Oz dd On, OR, 


4 





und auf die skalare Funktion ©, ankommt. Im Anschluss an die Glei- 
chungen 12) ergeben sich nun bei longitudinalen Wellen sehr einfache 
Beziehungen zwischen den Komponenten des Gradienten 

/ CCA BR dp: / Og, 


u'=- 2, u =, u'=- +, 


da; i Ox, dx; 
den Differentialquotienten von u, und den Differentialquotienten 


dp: 
ot 


po dp, 


. (A 
, w=, we. 


ot CX 


の の 』 U 9% 
- Ot 











Hie 
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man gelangt dann gerade zu dem für longitudinale Wellen geltenden 
speziellen Fall der Gleichungen la, b). Aus den Gleichungen 12) erhält 
man nämlich wegen des Bestehens der Gleichungen 8) das Gleichungs- 
system 














Ou, _ Ov =0 
OX; ot i 
Og a Qu = 
13a) Ox, ot 
Qu, _: Cv; =f 
の ot 
cv, 4 ou, du) 4 Qu, #0 














ot On, dx, d%s 


ausserdem folgt aus der Definition des durch @,/ gegebenen Gradienten, 
dass seine Komponenten «,', w,', u,‘ den Gleichungen genügen. 


13b) ou Ou,’ Path CLN da (i 
OX; dx, Ox On, On, OX» 








Fur longitudinale Wellen geht also das Gleichungssystem 1a) in das 
System 13 a) über, zu dem noch das aus den Definitionsgleichungen von 
u.’, u', ぬ sich ergebende System 13 5) hinzutritt. 

Um auch zum System 16) zu gelangen, wollen wir davon ausgehen, 
dass in den Systemen 13 a, 0) gerade 16 der 32 Differentialquotienten von 
U, の っ Us, u, und の の) の) の 。 auftreten ; es handelt sich also noch darum, 
Beziehungen zwischen den übrigen 16 Differentialquotienten zu finden. 
Diese Beziehungen ergeben sich aus den Definitionsgleichungen der Funk- 
tionen %', a’, u, u, und v,,v,/,v,,v, und den Bedingungen 8). Aus den 
Definitionsgleichungen von v, und w',w,,u,, u, folgen die Gleichungen 

















cam. DUI 
=0 
OX, ni ot 
OU) Ol: 
4 ~ 
Ox, ot 
14 a), Ov, ni du; —0 
Os ot 
CU @ の jr + 0% OÙ, 
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und aus den Definitionsgleichungen von v,', vy', v und den Bedingungs- 
gleichungen 8) folgen die Gleichungen 
14) OÙ: の の 230 ov _ OÙ Br) CARON Li 


dx, Où dx da, © da, da; 

















— 


Bei dieser Einführung des für longitudinale Wellen sich ergebenden 
speziellen Falles der Gleichungen la, b) ist noch immer vorausgesetzt, 
dass die Bedingungsgleichungen 5) bestehen. Lässt man diese Gleichun- 
gen weg, so sind durch die Gleichungen 6) oder 12) zusammen mit den 
Gleichungen 8) longitudinale Wellen in einem homogenen isotropen 
Medium gegeben. Den Verlauf von longitudinalen Wellen in einem 
homogenen isotropen Medium kann man nun wieder in derselben Weise 
untersuchen wie im III. Teile der zweiten der oben citierten Arbeiten 
des Verfassers den Verlauf von transversalen Wellen. Es ergibt sich 
dann, dass auch die Fortpflanzungsrichtungen von longitudinalen Wellen 
in einem homogenen isotropen Medium eine Strahlenkongruenz bilden. 
Von den Wellengleichungen 12) zusammen mit den Gleichungen 8) und 
10) ohne die Bedingungsgleichungen 5) kann man jetzt wieder in derselben 
Weise wie oben zu den Gleichungen 13a, b) und 14a, b) übergehen, da 
ihre Einführung von den Bedingungsgleichungen 5) unabhängig; ist. 

Nachdem für longitudinale Wellen die entsprechende spezielle Form 
der Gleichungen la, b) eingeführt ist, wollen wir noch die so erhaltenen 
Gleichungen 13a) in einer andern mehr symmetrischen Form schreiben 
und zugleich zeigen, wie sich auch diese Form unmittelbar aus den 
Wellengleichungen 12) ergibt. Wir gehen also dabei von den Gleichun- 
gen 12) aus und beschränken sie nicht mehr auf longitudinale Wellen 
allein, was wir dadurch andeuten, dass wir darin e, durch の , ersetzen. 
Setzt man sodann in 12) 


wer, (=V —1), 
so muss auch ©, durch g,i ersetzt werden; doch führen wir aus Sym- 


metriegründen an Stelle von gy, die Funktion 一 e。? ein. Setzen wir noch 


Rh nen 
OX, 





AR 


so nehmen die Gleichungen 12) die Form an 


12) DIARI 


k=1 Ox, 








Er y 
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Wir setzen nun 





ir = Ag + Ai = ern 
Jix kT の の = DE 
(1, k=1, 2, 3, 4) 
dg; dex 
ik = Ar TE, 
Fir = ar — Ue 2 en 


so dass 
Ir Iris = Fu; Met 
ist. Es sind dann die Funktionen g,, und ju, (k=1, 2, 3), rein imaginäre 


Grössen. Denn es ist 


の の 。 100; ( dei op, ) 
CS Ln LZ { 
di FT ETA KM 








wo €, wieder die ursprünglich gegebene reelle skalare Funktion ist : ebenso 
ist 

WAS DI ER (( dgr do, ) 

= — HH + = tl _ I. 

Ja Ott GO ct Cu, 

Da bei longitudinalen Wellen wegen des Bestehens der Gleichungen 8) 
und 10) sämtliche /, verschwinden, so nehmen bei longitudinalen 
Wellen die durch obige Transformation aus den Wellengleichungen 12) 
sich ergebenden Gleichungen 12’) die Form an 


13a’) See) 123), 


k=1 0% 
zu denen wegen 11) noch die Gleichung 
11’) Gu + a+ 953 + Ju 0 


hinzutritt. Bei longitudinalen Wellen geht nun das Gleichungssystem 
130') gerade durch die hier angegebene Transformation der vierten Koor- 
dinate aus dem System 13a) hervor, so dass dann die Gleichungssysteme 
13a) und 13a’) einander äquivalent sind. 

Ist umgekehrt ein Gleichungssystem von der Form 132’) gegeben, 
so kann man von ihm wieder zu den entsprechenden Gleichungen für 
longitudinale Wellen zurückgehen, wenn die Gleichung 11’) besteht. 
Mittels der gegebenen Tensorkomponenten g;, kann man nämlich schon 
Funktionen ©, definieren, die den Differentialgleichungen genügen 


aoe 5 a 1230), 
k 


=1 
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Die so definierten Funktionen e, haban dann schon die Eigenschaït, dass 
die Funktionen gx den oben angegebenen Definitionsgleichungen genügen 
und sämtliche Funktionen /;, verschwinden ; ausserdem geht wegen des 
Bestehens von 11’) jede der Gleichungen 13a’) in die betreffende aus der 
Wellengleichung sich ergebende Laplacesche Gleichung über. 

Ebenso wie man unter der Voraussetzung, dass die Funktionen Te 
verschwinden, die Gleichungen 12) und 13a) in Beziehungen zwischen den 
Funktionen g;, verwandeln kann, so kann man unter derselben Voraus- 
setzung auch die Gleichungen 135) u.s.w. in Beziehungen zwischen den 
Funktionen g, verwandeln. 

Die Gleichungen 13a) und 13a’) unterscheiden sich dadurch von 
einander, dass zu ihrer Darstellung das einemal wenigstens implizit 
Quaternionen, das anderemal die Tensorrechnung verwendet wurden; 
natürlich liessen sich schon hier Beispiele für die Nebeneinanderstellung 
beider Rechnungsarten beliebig vermehren. Um von der einen Darstell- 
ung zur anderen leicht übergehen zu können, wurden daher hier die 
abkürzenden Bezeichnungen der Analysis der Quaternionen nicht ver- 
wendet. 

Endlich ist über die hier gewählte Bezeichnung der unabhängigen 
Veränderlichen zu bemerken, dass bei Wellen im dreidimensionalen 
Raume zunächst die Bezeichnung x, y, 2, t gewählt wurde, nach Einfüh- 
rung der Funktion ©, die Bezeichnung x, &,, &,, t verwendet wurde, so 
dass erst nach dem Übergang von der Wellengleichung zur Laplaceschen 
Gleichung die ganz symmetrische Bezeichnung 2,, 2, の) 2, angewendet 
wird; für die Verwendung der Bezeichnung &,, x, x;,¢ war ausserdem 
noch massgebend, dass für die Existenz von Wellenbewegungen und ihre 
Charakterisierung als longitudinale und transversale Wellen nur der 
Ausdruck auf der rechten Seite der Wellengleichung in Betracht kommt. 


§ 3. Transversale Wellen, 


Wir nehmen jetzt an, es seien transversale Wellen allein gegeben und 
S っ グッ て seien die Komponenten des Vektors 8 ', ferner sei dementspre- 
chend 
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ist, und es sei 
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In analoger Weise wie bei longitudinalen Wellen kann man auch den 
fur transversale Wellen sich ergebenden speziellen Fall der Gleichungs- 
systeme 10,6) einführen, indem man davon ausgeht, dass für 8/ ae ee 
die Wellengleichung 6) und die Gleichung 7) bestehen. Wie in der 
zweiten der oben citierten Arbeiten des Verfassers bereits durchgeführt 
wurde, erhält man dann als speziellen Fall der Gleichungen 1 a, b) die 
beiden Systeme von Maxwellschen Gleichungen 
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Nachdem im Anschluss an die Gleichungen 6) und 7) die Gleichungen 
57 a,b) eingeführt sind, kann man auch bei transversalen Wellen von den 
Wellengleichungen 6) für den dreidimensionalen Raum zu Wellengleichun- 
gen von der Form 12) für den vierdimensionalen Raum übergehen, in- 
dem man noch eine Potentialfunktion ©,” einführt. Dabei können wir 
davon ausgehen, dass die Gleichungen 15 a, の) noch bestehen bleiben, wenn 
man an Stelle des Vektors mit den Komponenten v,”, v,",v," den Vektor 
mit den Komponenten 
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genügt; diese letztere Bedingung ist notwendig, wenn die letzte der Gleichun- 
gen 152) bestehen soll. Fügt man diese letzte Gleichung zu den Wellen- 
gleichungen 6) für die Komponenten £", 7,6’, so erhält man auch für 
transversale Wellen ein Gleichungssystem von der Form 12), bei dem 





2 Il 
allerdings An. der le IG AN Gel = weg dent 


die neuen Funktionen の の v/’ der Gleichung 7) genügen sollen. 
Wenn auch durch die hier angegebene Einführung der Potentialfunk- 
tion 2," die Gleichungen 15 a,b) noch bestehen bleiben und die Vektor 
mit den Komponenten »v,'’, v,'’, v/"’ in derselben Weise interpretiert wer- 
den kann wie in der zweiten der oben citierten Arbeiten des Verfassers 
der Vektor mit den Komponenten v,", v,'', v.'’, so sind diese beiden trans- 
versalen Wellenbewegungen doch nicht identisch. Betrachtet man nämlich 
transversale Wellen, die längs einer einzelnen Geraden fortschreiten, so 
dass die Gleichungen 5) bestehen, und bildet man die Gleichung 7) an- 
statt für den Vektor mit den Komponenten v,’,v,’,v,' jetzt für den 
Vektor mit den Komponenten »,'", v,'", v.'", so sieht man, dass dann die 
Fortpflanzungsrichtungen der beiden Wellenbewegungen verschieden sind ; 
man braucht ja nur von der Gleichung 7) zur CRE 4) zurückzugehen 
und zu beachten, dass jetzt die Komponenten ?。, の / の 。 vorgegeben 
sind und daher die Richtungscosinus a, 2,7, andere Werte annehmen 
müssen. Man erhält so schon durch Betrachtungen aus der Theorie der 
Vektorfelder das interessante Resultat, dass transversale Wellen durch ein 
Potentialfeld abgelenkt werden. 
Nachdem man in die Gleichungen 15 a, b) die Komponenten v,'", v,'", 
eingeführt hat, kann man jetzt leicht in diese Gleichungen die bereits 
im früheren Paragraphen definierten Funktionen 4, einführen, indem man 
wieder x, 9,2 mit ©, x, 3 und &’,7',&" mit の の, の 。 bezeichnet und 
ausserdem 7 durch の ,? und ©,” durch 一 c。? ersetzt. Man erhält dann aus 
den Gleichungen 15a,b) die Minkowskische symmetrische Form der 
Maxwellschen Gleichungen, wenn man die 4. Gleichung des Systems 
15 a) mit der 4. des Systems 155) vertauscht. Nach Vertauschung dieser 
beiden Gleichungen nimmt insbesondere das System 15a) die bekannte 
Form an 


III 
の 。 


15 a’) DE fe 0) a) 2, 8, 2) 
9% 


Das Gleichungssystem 15 a’) ergibt sich aber durch die hier verwen- 
dete Transformation auch unmittelbar aus den Gleichungen 12) und 7) ; 
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man kann nämlich die ersten 3 Gleichungen des Systems 12) in der 
‘ Form 6’) schreiben und hat nur zu beachten, dass jetzt «, verschwindet, 
während die 4. der Gleichungen 15a’) aus der Gleichung 7) und der 4. 
Gleichung von 12) hervorgeht, welche letztere bei transversalen Wellen 
aussagt, dass ©," eine Potentialfunktion im dreidimensionalen Raume ist. 
Man sieht so unmittelbar, wie die Minkowskische symmetrische Sch- 
reibweise der, Maxwellschen Gleichungen sich an die von Wellen- 
gleichungen von der Form 12’) anschliesst. 

Die Maxwellschen Gleichungen 15 a, 6) und die entsprechende 
symmetrische Minkowskische Form dieser Gleichungen sind wieder ein 
Beispiel dafür, wie im vierdimensionalen Baume die Vektoranalysis und die 
Tensorrechnung neben einander verwendet werden können. 


. S4. Zusammensetzung von Wellenbewegungen. 


Nach diesen Betrachtungen über longitudinale und transversale 
Wellen können wir jetzt zu dem Falle übergehen, wo in homogenen 
isotropen Medien longitudinale und transversale Wellen zugleich bestehen 
und gelangen so zu den Gleichungen 1a, b) selbst. Dieser Übergang ist 
nur ein specieller Fall der Zusammensetzung von Wellenbewegungen 
überhaupt. Wir gehen dabei davon aus, dass die Komponenten ¢’, 7’, €” 
und &”, 7’, €" von zwei Vektoren 5 und 5”, die denselben Anfangspunkt 
haben, den Wellengleichungen 6) genügen. Diese Vektoren kann man 
nach den Gesetzen der Addition von Vektoren zusammensetzen und erhält 
so eine neue Wellenbewegung. Ist nun die erste von zwei Wellenbeweg- 
ungen eine longitudinale und die zweite eine transversale, so kann man 
in jedem dieser beiden Fälle von den Gleichungen 6) auch zu den Gleich- 
ungen 12) übergehen, indem man die Funktion ¢,' und +,” einführt. 
Bildet man so dann die Summe von 3’ und §’’ und die Summe 


Da +0"=09 


so erhält man wieder ein Gleichungssystem vor der Form 12), in dem 
jetzt die Summe o, eine beliebig vorgegebene Funktion von %, %>'% 
und ¢ ist, die nur noch der Wellengleichung genügen muss, wie sich aus 
der hier angegebenen Einführung von ¢, und 4,” unmittelbar ergibt. 
Durch Verwendung dieser einfachen Bemerkungen über die Zusam- 
mensetzung von longitudinalen und transversalen Wellen kann man jetzt 
auch von den in den beiden vorhergegangenen Paragraphen behandelten 
speziellen Fällen der Systeme 1a, 0) zu den Systemen la, b) selbst über- 
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gehen. Die in § 2 defininierten Funktionen w, u, u, u, genügen nämlich 
nicht nur den Wellengleichungen 12), sondern es bestehen für die 
Vektorkomponenten %’, u,', u;’ auch die Gleichungen 8), so dass man 
wieder longitudinale Wellen erhält. Ebenso genügen die im $ 3 definierten 
Funktionen ,", 4”, u,’ den Wellengleichungen 6) und der Gleichung 
7), so dass durch diese Vektorkomponenten transversale Wellen gegeben 
sind. Wir können nun diese beiden Wellenbewegungen zusammensetzen 
und erhalten so die neuen Komponenten 


すら OP, ge 9p; CIA 
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wobei zu beachten ist, dass curl u’ und div pb” verschwinden und die in 
Betracht kommenden Gleichungen des § 2 unverändert bleiben, wenn man 
zu 2, noch die von ¢ unabhängige Potentialfunktion +,” hinzufügt. 
Setzt man also longitudinale und transversale Wellen zusammen, so dass 
die Gleichungen 12) ohne Hinzutreten der Bedingungsgleichungen 7) oder 
8) bestehen, so kann man auch mittels der Gleichungen 16) die Funktionen 
U5 Us Us, U, bilden. Aus den Gleichungen 12) und 16) ergibt sich dann 
unmittelbar das System la), während man das System 16) aus den 
Gleichungen 16) durch Differentiation erhält. 

Nach dieser Einführung der Systeme 1a, の ) handelt es sich noch 
darum, im Anschluss an die vorausgegangenen Betrachtungen auch ihre 
Bedeutung anzugeben. Wie im II Teile der ersten der oben citierten Ar- 
beiten des Verfassers durchgeführt wurde, kann man die Systeme 1 ab) 
durch eine einfache Transformation in zwei solche symmetrische System 
verwandeln, dass das eine durch Vertauschung der Buchstaben « und v 
in das andere übergeht; es genügt daher die Bedeutung des einen, z. 
B. la), zu untersuchen. Berücksichtigt man die Gleichungen 16), so sieht 
man unmittelbar, dass das System la) nur eine andere Schreibweise der 
Gleichungen 12) ist. Man kann daher auch das System 16) in dieser 
Weise interpretieren ; es ist dadurch auch wieder eine Wellenbewegung ge- 
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geen, deren Zusammenhang mit der ursprünglich gegebenen sich aus den 
Gleichungen 16) ergibt. 


§ 5. Das allgemeine zeitlich veränderliche Vektorfeld in 

einem homogenen isotropen Medium. 

Von der Betrachtung von Wellenbewegungen wollen wir jetzt zur 
Untersuchung eires beliebi gen zeitlich veränderlichen Vektorfeldes übergehen, 
Yon dem wir nur voraussetzen, dass das betreffende Medium (der "Träger 
des Vektorfeldes) homogen und isotrop sei und die betrachteten Funktionen 
innerhalb ihres Geltungsbereiches eindeutig seien und den erforderlichen 
Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen. Beider Untersuchung 
eines solchen Vektorjeldes kann man davon ausgehen, dass man seine 
zeitlich aufeinanderfolgenden Zustände betrachtet. Dadurch gelangt man 
schon zu einer Einteilung dieser Vektorfelder in zwei Klassen, nämlich in 
solche Felder, bei denen derselbe Zustand nach einer gewissen Zeit 
periodisch wiederkehrt, und in solche, bei denen dies nicht der Fall ist. 

Um dies mathematisch ausdrücken zu können, gehen wir in der- 
selben Weise wie in den früheren Paragraphen vor, indem wir zuerst 
Zustandsänderungen betrachten, die sich längs einer einzslnen Geraden 
fortpflanzen. Sind diese Zustandsänderungen periodisch, so erhält man 
die Gleichungen 6) mit den Bedingungsgleichungen 5), sonst treten an 
die Stelle von 6) die Gleichungen 
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wo X, Y,Z beliebig vorgegebene Funktionen von x, 9,2 und # sein sollen. 
Die Gleichungen 17) kann man jetzt in analoger Weise untersuchen wie 
früher die Gleichungen 6), da die Ausdrücke auf der rechten Seite von 6) 
und 17) dieselben sind und bei der Untersuchung der Gleichungen 6) auch 
nur von diesen Ausdrücken ausgegangen wurde. Auf diese Weise gelangt 
man zu nichtperiodischen Zustandsänderungen die längs einer Geraden fort- 
schreiten und bei denen der sich andernde Vektor parallel bzgw. senkrecht 
zur Fortpflanzungsrichtung ist, wofür wir der Kürze wegen auch die Be- 
zeichnung ,, longitudinale “ und ,, transversale Bewegungen “ verwenden 
wollen, die Bedingungen 3) und 4) oder 7) und 8) für Longitudinalität 
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und Transversalitit bleiben natürlich bestehen. Man kann sodann bei 
longitudinalen Bewegungen wieder eine skalare Funktion ¢,' einführen, die 
ebenfalls einer Gleichung von der Form 17) genügt, und ebenso bei 
transversalen Bewgungen eine von ¢ unabhängige Potentialfunktion の 』 $9 
dass man von den Gleichungen 17) fur den dreidimensionalen Raum zu 
analogen Gleichungen far den vier dimensionalen Raum gelangt die aber 
nach den früheren Erörterungen den Gleichungen 17) äquivalent sind. 
Von der Untersuchung von längs einer Geraden fortschreitenden Zu- 
standsänderungen kann man sodann ebenfalls wieder zur Untersuchung der 
Zustandsänderungen eines Vektarfeldes in einem homogenen isotropen 
Medium übergehen, indem man von den Bedingungsgleichungen 5) absieht. 
Durch die schon früher erwähnte Schlussweise ergibt sich dann, dass 
man sich die Vorgänge bei einem zeitlich veränderlichen Vektorfelde in 
einem homogenen isotropen Medium sowohl bei longitudinalen als auch 
bei transversalen Bewegungen dadurch veranschaulichen kann, dass man 
berücksichtigt, dass sich die ustandsanderungen nur längs der Geraden 
einer Strahlenkongruenz fortpflanzen, da vorausgesetzt ist, dass der Trager 
des Vektorfelder homogen und isotrop sei und die abhängigen Veränderli- 
chen eindeutige Funktionen von %, の る und £ seien. | 
Endlich kann man ebenso wie früher wieder zur Zusammensetzung 
von longitudinalen und transversalen Bewegungen übergehen und gelangt 
ss mit Verwendung der Bezeichnungsweise der Gleichungen 12) zum 
analogen Gleichungssystem | 


di Oe, HOOP Ge Yue ame 

18) RAT net CE (i=1, 2, 8, 4). 
zu dem jetzt keine Bedingungsgleichung hinzutritt. Da die Funktionen 
f, beliebig vorgegeben werden können, enthält dieses Gleichungssystem 
schon den allgemeinen Fall eines zeitlich veränderlichen Vektorfeldes in 
einem homogenen isotropen Medium, denn es sagt nicht mehr aus, als dass 
die Funktionen ©; abgesehen von den entsprechenden Stetigkeits- uud 
Differenzierbarkeitsbedingungen entweder der Wellengleichung genügen 
oder nicht, je nachdem die Funktionen /; verschwinden oder nicht. Durch 
die Aufstellung des Gleichungssystems 18) haben wir also auch schon 
einen mathematischen Ausdruck für die Einteilung der zeitlich veränder- 
lichen Vektorfelder in die oben angegebenen beiden Klassen erhalten. 

Da die Gleichungen 17) jetzt auch noch dieselbe Bedeutung behalten 
wie früher, so kann man durch die Zusammensetzung von longitudinalen 
und transversalen Bewegungen auch diese Gleichungen einführen und ge- 
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langt dann zum Gleichungssystem 16), während sich aus den Systemen 
18) und 17) die Gleichungen ergeben 
ou _ da, Ou, CECE 
Cx; Ot Chee ote ん 700 
Cu, _ dv, o? Cu, _ OU Pag 
Pall don o, 
Lc) TUE OU, OU 
coin 


Ov. ou, 4 Ou Di OU; à 


TANT ES N an, 
die jetzt an die Stelle der Gleichungen 1a) treten, die Funktionen ,, u, 
U3, u, genügen daher jetzt nicht mehr der Wellengleichung. 

Nachdem wir so zum allgemeinen Fall der zeitlich veränderlichen 
Vektorfelder in homogenen isotropen Medien gelanet sind, wollen wir noch 
kurz zwei Grenzfälle betrachten. Ein naheliegender Grenzfall ist das 
stationäre Vektorfeld, für das die Differentialquotienten von u; und v, nach 
der Zeit verschwinden ; wir wollen aber die beiden Fälle, wo die Bedin- 
gung für Transversalität und die für Longitudinalität erfüllt ist, getrennt 
anführen. Im ersten Falle erhält man dieselben Gleichungen wie für 
zeitlich unveränderliche elektrische und magnetische Felder ; ebenso erhält 
man im zweiten Falle durch die Einführung der Funktion ¢,' analoge 
Gleichungen der Potentialtheorie. Natürlich versagt jetzt die hier angege- 
bene Methode der Veranschaulichung eines zeitlich veränderlichen Vektor- 
feldes; an ihre Stelle tritt die in der Potentialtheorie übliche Veranschauli- 
chung eines Vektorieldes durch Niveaulinien und Kraftlinien. 

Ein anderer Grenzfall ergibt sich aus den Gleichungen 17), wenn in 
ihnen die Ausdrücke auf der rechten Seite verschwinden. Dies ist bei 
starren Körpern der Fall, der bei ihnen keine Wellenbewegung möglich 
ist, so dass die Funktionen w,, %, u, u, und v, verschwinden und daher 
auch die Ausdrücke auf der rechten Seite von 17). Man erhält dann die 
Grunägleichungen der Mechanik; allerdings sind sie jetzt nur ein spezieller 
Fall der Grundgleichungen der Theorie der Vektorfelder, nämlich die 
Grundgleichungen für ein bei der Bewegung eines starren Körpers sich 
ergebendes Vektorfeld, enthalten aber als Grenzfall die Bewegungsgleichung- 
en eines Punktes. Das Verschwinden der Ausdrücke auf der rechten 
Seite von 17) ist natürlich auch für elastische und flüssige Medien mo- 
glich ; dies trifft zu, wenn sie sich bei ihrer Bewegung wie starre Kör- 
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$ 6. Der Energie-Impulssatz. 


Im Anschluss an die Gleichungen 1 b, c) können wir jetzt für zeitlich 
verinderliche Vektorfelder in homogenen isotropen Medien den Energie- 
Impulssatz einführen, indem wir die einzelnen Gleichungen der Systeme 
12, c) mit den entsprechenden Komponenten « und v, multiplizieren und 
dann durch Addition bzgw. Subtraktion zusammenfassen. Auf diese 
Weise erhält man folgendes Gleichungssystem 
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5 = (u+utu’+u+v’+V?+V?+02) 


ー ム カー カー の カー の 訪 ・ 
Aus dieser Einführung des Energie-Impulssatzes sieht man, dass er für 
beliebige zeitlich veränderliche Vektor‘elder in homogenen isotropen 
Medien gilt, da für solche Vektorfelder auch die Gleichungen 1 8, c) beste- 
hen ; es ist daher nicht notwendig, den Energie-Impulsatz für die Elek- 
trodynamik und für die Mechanik getrennt einzuführen. 

Den Prozess, durch den man von den Gleichungen 16c) zu den 
Gleichungen 19) gelangt, kann man in einfachen Weise durch Verwendung 
von Quaternionen und Biquaternionen darstellen. Die Gleichungen 1 5, c) 
kann man nämlich in der bekannten Form schreiben 
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wo I! und ® die schon in der Finleitung eingeführten Quaternionen sind, 
f die Quaternion mit den in den Gleichungen 1c) eingeführten Kompon- 
enlen Th; sole —1, ish und die Quaternion g mit den Komponenten qr, 
92» Gs» 9, wegen des Bestehens der Gieichungen 16) zwar verschwindet, 
aber zur Darstellung der betreffenden Ausdrücke auf der linken Seite der 
Gleichungen 16) und 20) dienen soll; ebenso kann man die Quaternion 
| zugleich auch zur Darstellung der entsprechenden Ausdrücke auf der 
linken Seite von 20) verwenden. Bildet man nun das Produkt 


21) {( 1 7 + 7 + fag +f.) +% (9.7, + S2)2+93J3—g.)}(—U+ Bi) 
so geben die 4 Ausdrücke, die nicht Koeffizienten von i sind, gerade die 
Ausdrücke auf der linken Seite der 4 Gleichungen 19). 

Setzt man in den Gleichungen 19) 


ARE 


so gelangt man zum Energie-Impulssatz mit dem symmetrischen Energie- 
Impulstensor. Man gelangt dazu aber auch durch die etwas allgeneinere 
Annahme 


22) u,= cons"., v,=const. ; 


dann fallen in den Gleichungeu 1 b, c) auch die Differentialquotienten von 
u, und v, weg. Zu diesem Resultat kann man aber auch gelangen, in- 
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dem man berücksichtigt, dass sich unter der Annahme 22) aus den 
Maxwellschen Gleichungen von der Form 15 a, b) folgendes davon ver- 
schiedene neue Systeme von Maxwellschen Gleichungen ergibt: 
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9 (u Us+V,V,) = = (V.u,— UUs) ちっ 2 


t Ts La 








9 (u, + TU) = 9 (OU, + Uzv,) 一 — nun) 




















ot OX, 
© の 
Us Us FU Vs) = VU — UUs) 一 VU, UV) 
2 (ut) lem un), em un) 
9 (u Ua + Us) + 9 (um +00) + 9 (au, + vw) =0. 
Ti OT: OX 


Vergleicht man die Ausdrücke im ersten dieser beiden Gleichungssysteme 
mit denen auf der linken Seite der Gleichungen 19), so sieht man wieder, 
dass unter der Annahme 22) in den Gleichungen 19) der symmetrische 
Energie-Impulstensor auftritt. 

Der spezielle Fall der Gleichungen 19), wo auf der linken Seite der 
symmetrische Energie-Impulstensor auftritt, ist noch mit Rücksicht auf 
die im § 2 über das Gleichungssystem 13a’) gemachten Bemerkungen von 
Interesse. In diesem speziellen Falle ist nämlich die linke Seite der 
Gleichungen 19) von derselben Form wie die linke Seite der Gleichungen 
13a’) und die Bedingung 11), also hier die Bedingung 


Ju + 92 + 933 = Ja 


ist auch erfüllt. Setzt man daher f,=0, so folgt aus den Gleichungen 19) 
in dem speziellen Falle, wo uy und v, verschwinden, dass dann longitudi- 
nale Wellen gegeben sind. 
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Ein anderer bekannter spezieller Fall des in den Gleichungen 19) 
auftretenden Tensors ergibt sich, wenn man 
AN = i O 
oder 
ーー も ーー ナーー1 1 
setzt; es ist dies jener Tensor, der bei der Drehung eines starren Körpers 
um einen festen Punkt auftritt. 


$7. Übergang zur Riemann-Weylschen Geometrie, 


Wenn wir auch von den Gleichungen 6) zu 12) und von den 
Gleichungen 17) zu 18) übergegangen sind, so konnten die Gleichungs- 
systeme 12) und 18) doch durch zeitlich veränderliche Vektorfelder im 
dreidimensionalen Raume veranschaulicht werden, obwohl in ihnen neben 
den Vektorkomponenten ¢,, ¢,, ¢; noch die skalare Funktion €, auftritt. 
Man kann aber die Funktionen ¢,, の 。, ¢3, 9, zumal sie Funktionen von 
4 unabhängigen Veränderlichen sind, auch als die Koordinaten von 
Punkten in einem vierdimensionalen Raume interpretieren. Von dieser 
Interpretation wird schon Gebrauch gemacht, wenn man die Differential- 
quotienten von の の, の, ¢3, ¢, nach der Zeit als die Koeffizienten einer 
Quaternion Y zusammenfasst, wie dies bei der funktionentheoretischen 
Einführung der Gleichungen 1 a, b) in der ersten der oben citierten Arbeiten 
des Verfassers geschehen ist. Dadurch, dass man @,, ¢,, 93, ©, als Ko- 
ordinaten der Punkte eines vierdimensionalen Raumes interpretiert, wird 
nun einem zeitlich veränderlichen Vektorfelde im dreidimensionalen Raume 
in umkehrbar eindeutiger Weise ein Bereich in einem vierdimensionalen 
Raume zugeordnet, der im allgemeinen ein nichtsuklidischer ist; allerdings 
tritt mit Rücksicht auf das Frühere hier noch die Einschränkung hinzu, 
dass der Träger des Vektorfeldes als homogen und isotrope vorausgesetzt 
wurde. Es entsteht so die Aufgabe, zu untersuchen, welche Eigenschaften 
eines zeitlich veränderlichen Vektorfeldes im dreidimensionalen Raume 
geometrischen Eigenschaften eines vierdimensionalen Raumes entsprechen. 

Die geometrischen Eigenschaften eines sehr allgemeinen Bedingungen 
genügenden vierdin:ensionalen Raumes hat nun im Anschluss an Riemann 
H. Weyl(') untersucht. Er gelangt dabei zu denselben mathematischen 
Formeln, wie sie für Gravitationsfelder und elektromagnetische Felder 
bestehen, und zwar so, dass diese beiden bishe: immer von einander 
getrennt erscheinenden Felder in einheitlichir Weise zusamme ngefasst 


— 





1) Sitzungsber der preuss. Akad. d. Wiss. 1915. 


370 LUCIUS HANNT: 


werden; insbesondere erhält man ein reines ,, Gravitationsfeld,‘“ wenn 
die Funktionen /j., welche in derselben Weise wie im § 2 dieser Arbeit 
definiert sind, verschwinden. Überträgt man dieses Resultat auf die 
‘Theorie der zeitlich veräuderlichen Vektorfelder, so folgt daraus, dass ein 
reines ,, Gravitationsfeld ” einem solchen zeitlich veränderlichen Vektorfelde 
entspricht, in dem nur noch longitudinale Bewegungen auftreten können. 

Ähnliche Folgerungen ergeben sich übrigens auch unabhängig von 
der Nebeneinanderstellung der Riemann-Weylschen Geometrie aus der 
Theorie der zeitlich veränderlichen Vektorfelder selbst. Es zeigt nämlich 
schon die Vergleichung der Maxwellschen Gleichungen mit den auch 
durch allgemeine funktionentheoretische Betrachtungen sich ergebenden 
Gleichungen 1 4, ») und den Gleichungen 1 b, c), dass zum elektromagnet- 
ischen Felde noch ein anderes Feld hinzutreten muss, wenn nicht die 
eigenartige Tatsache bestehen soll, dass dann kein allgemeines Vektorfeld 
existiere, obwohl schon in der Statik drei physikalisch voneinander 
verschiedene Arten von Vektorfeldern auftreten ebenso wie zufolge der 
Ausführungen gegen Ende des $5 dieser Arbeit bei einem Vektorfeld, 
bei dem die Funktionen u; und v, von t unabhängig sind. Bieten diese 
Überlegungen auch Anhaltspunkte zu einer physikalischen Gravitations- 
theorie, 5> ergeben sich aber experimentell prüfbare Grundlagen far eine 
physikalische Gravitationstheorie wohl erst, wenn man von der schon 
fortgeschrittenen Einsteinschen Gravitationstheorie ausgeht, indem man 
die Eigenschaften eines zeitlich veränderlichen Vektorfeldes im dreidimen 
sionalen Raume anfsucht, das einem solchen vierdimensionalen Raume 
entspricht, der in der allgemeinen Relativititstheorie als ,, reines Gravita- 
tion feld “ bezeichnet wird. | 

Als ein Beitrag zu einer solchen Untersuchung, erscheint schon die 
Gegen iberstellung der in der Einsteinschen Gravitationstheorie sich 
ergebenden Ablenkung der Lichtstrahlen im Gravitationsfeld der Sonne 
und die im 82 dieser Arbeit erhaltene Ablenkung von transversalen 
Wellen in einem Potentialfelde ; cs ist dies zugleich auch ein erstes Beis- 
piel einer Beziehung zwischen einem Gravitationsfelde und einem elekt- 
romagnetischen Felde. 

Fin anderes einfaches, aber doch wichtiges Resutat, das sich aus 
der Gegenüberstellung der Riemann-Weylschen Geometrie und der 
Theorie der zeitlich veränderlichen Vektorfelder ergibt, enthält die in der 
oben angeführten Arbeit von H. Weyl gemachte Bemerkung, dass der 
euklidische vierdimensionale Raum ein zugleich ,, elektrizitits- und 
gravitationsfreier “ Raum ist. Es entspricht daher dem vierdimensionalen 
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euklidischen Raume als zeitlich veränderliches Vektorfeld das Feld eines 
sich bewegenden starren Körpers; somit entspricht der Ablehnung des 
starren Körpers in der Mechanik auch die Ablehnung des vierdimensionalen 
euklidischen Raumes in der Geometrie. 


$8. Relativitätstheoretische Betrachtungen. 


Wir wollen jetzt noch zeigen, dass die Gleichungen 12, c) und die 
Gleichungen 19) von der Wahl des Koordinatensystems unabhingie sind. 
Dabei gehen wir davon aus, dass man die Gleichungen 1 2, c) in der 
Form 20) schreiben kann. Berücksichtigt man, dass auch durch die 
unabhängigen Veränderlichen x,, &,, &;, t ein Vektor im vierdimensionalen 
Raume gegeben ist, so dass 


の —=TO is Mrd, 2 の 王 7W。) t=rn, 


ist, wo @,, &, &, a, die Richtungscosinus dieses Vektors im vierdimen- 
sionalen Raume sind, so sieht man, dass die linke Seite der Gleichung 
20) als Produkt einer Quaternion mit einer Biquaternion aufgefasst werden 
kann, da sich dieser Ausdruck in der Form 


の 
or 


schreiben lässt; diesen Ausdruck kann man nun auf das Produkt von 


(17 È CRE に s 73 oe Cy) (U +%;) 





Quaternionen zurückführen. Da aber dem Produkte von zwei Quaterni- 
onen die Zusammensetzung von zwei Drehstreckungen( !) entspricht, ist 
es unabhängig von der Wahl des Koordinatenssystems. Daraus ergibt 
sich schon, dass die Gleichungen 1 ヵ , c) von der Wahl des Koordinatensystems 
unabhängig sind, da die Funktionen /, Komponenten eines Vierervektors 
sind, der also auch wieder von der Wahl des Koordinatensystems unab- 
hängig ist. Durch Anwendung derselben Schlussweise kann man auch 
zeigen, dass die Gleichung 21) und somit auch das System 19) von der 
Wahl des Koordinatensystems unabhängig sind. Es genügen also die 
Grundgleichungen 1 b, c) der Theorie der Vektorfelder und die daraus sich 
ergebenden Gleichungen 19) den Forderungen der Invarianz im Sinne der 
allgemeinen Relativititsthesrie. Dies Forderung der Invarianz ist aber 
vom geometrischen Standpunkte aus leicht verständlich ; sie hat für den 
vierdimensionalen Raum dieselbe Bedeutung wie in der Invariantentheorie 
der binären, ternären und quaternären Formen enthaltene Tatsache, dass 





(!) Klein u. Sommerfeld, Theorie ds Kreisels, Bd 1, Leipzig 1897, p. 22. 
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die geometrischen Eigenschaften geometrischer Gebilde von der Wahl des 
Koordinatensystems unabhängig sind und nur solche Beziehungen als 
geometrische Eigenschaften von Gebilden angesehen werden können, die 
von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig sind. 

Bei diesem Beweise der Unabhängigkeit der Gleichungen 15, c) und 
19) von der Wahl des Koordinatensystems haben wir die in diesen 
Gleichungen auftretenden Veränderlichen als Vektoren im vierdimensionalen 
Raume angesehen. Wir können diese Gleichungssysteme aber auch 
wieder als Gleichungen betrachten, die sich auf ein zeitlich veränderliches 
Vektorfeld im dreidimensionalen Raume beziehen ; es müssen dann diese 
Gleichungen die Eigenschaft haben, dass sie davon unabhängig sind, in 
welcher Art sich das betreffende Vektorfeld im dreidimensionalen Raume 
bewege. Der einfachste Fall ist dann der einer gleichförmigen Translation 
des betreffenden Vektorfeldes; man gelangt dann zur Problemstellung der 
speziellen Relativitätstheorie. 


Überblicken wir die erhaltenen Resultate, so sehen wir, dass die 
hier untersuchten mathematischen Furmeln auf drei verschiedenen Gebieten 
interpretierb werden können, nämlich in der Riemann-Weylschen Gec- 
metrie des vierdimensionalen Raumes, in der Theorie der zeitlich veränder- 
lichen Vektorfelder und, wie dies in der ersten der anfangs zitierten 
Arbeiten des Verfassers durchgeführt wurde, durch Verallgemeinerung des 
Begriffes der analytischen Funktion einer komplexen Veränderlichen, indem 
man von der Analysis der gemeinen komplexen Zahlen zur Analysis der 
Hamiltonschen Quaternionen und Biquaternionen übergeht. 


reiten 








On the Maximum and Minimum Values of Shortest 
Distance between Two Screws, 


by 
Panpir Oupx UPADHYAYA, Calcutta, India. 


Let ABVU be the representative circle of the eylindroid and let P7 
be the axis of the pitch, Then it is evident that AP is the pitch of the 
screw. It is always convenient to refer to a screw as simply equivalent 
to its corresponding point on the circle. Thus in the figure given above, 
the two points Aand B may conveniently be called the screws A and 2. 
As Sir R. S. Ball has shown, it is found that every thing about a screw 
can be ascertained from the position of its corresponding point on the 
circle. Sir. R. S. Ball has proved that the shortest distance between two 
screws A and B is equal to the projection of ths chord AB on the 
axis of the pitch [Theory of Screw by R. S. Ball, page 48]. 

So far as I am aware, the range of the shortest distance has not been 
determined by any previous writer. I have not considered the negative 
value of the projection. 

The object of this paper is to find the maximum and minimum va- 
lues of the shortest distance between two screws. 

Let us suppose at first that both the screws, represented by 4 and B, 
coincide with V and then the projection of AB reduces to zero. Hence 
the minimum value of the shortest distance between two screws is 


Zero. 
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Now let us suppose that the screw B coincides with V and the 
screw A begins to move farther and farther towards the left. Let us 
suppose that A comes and ultimately coincides with B; then the 
projection of BV is the shortest distance between the two screws and 
which evidently is equal to QT in this case. Ihus it is at once evident 
that the shortes distance between them begins to increase gradually. As 
the screw travels from V towards Z, the shortes distance goes on in- 
creasing and when A coincides with Z, the magnitude of the shortest dis- 
tance becomes equal to the radius of the circle, and then again it begins 
to decrease and ultimately becomes zero when A coincides with V. After 
that it begins to increase again and becomes equal to the radius of the 
circle when A coincides with Jf After that, it begins to decrease 
and becomes zero when A coincides with V. ‘Thus, it is clear 
that, when one of the screws coincides with V and remains coincident 
with it, while the other is in avy other possible position, the greatest 
value of the shortest distance is equal to the radius of the circle. 
Similar will be the case if A coincides with V and B occupies any other 
position. 

Let us now suppos» that both of them begin to move, one to the 
right and the other to the left. Then, when one coincides with Z and 
the other with Jf, the shortest distance between them will be equal to 
LM, because the projection of LM on PT will be equal to ZM, which is 
the diameter of the circle. In all other cases the value of the projection 
will be less tin that. Hence the greatest value of the shortest distance 
between two.screws is equal to the diameter of the representative circle. 
Hence the range of the shortest distance between two screws varies from 
zero to the diameter of the representative circle. 








On a Geometrical Property of the Cassinian, 
by 
PANDIT OunH UPADHYAYA, Calcutta, India. 


If P be any point on the Cassinian, in which the two foci are repre- 
sented by #\ and E, KP by r, RP by r, the middle point of FF, by 
M, the normal at P by PN, the perpendicular from 7, on PM by KE, 
the perpendicular from 7, on PN by EP, 


then I prove that RP, =r,F\P. 

Let all the quantities given in the AA 
problem be denoted as in the adjoined A, JR, AS 
figure. Then, it is a well-known property of NUE 
the Cassinian that the angle F PN— do 
LE,PM. Therefore / HPP,=F,PP.. 


Also the angles F P,P and F,P,P are equal, each being a right angle. 
Therefore / P, 5 P=P,F,P. 
Therefore the triangles PF, P, and PF, P, are similar. 
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Cyclotomic Sexe-Section for the Primes 37, 43, 
67 and 75, 


by 
Panpit OUDH UPADHYAYA, Calcutta, India. 


The problem of sexe-section for several primes has been considered 
by me in papers published some time ago in this Journal. The object of 
this short paper is to consider the same problem for the primes 37, 43, 
67 and 73. | 


1. Let a be a special root of 
xe —1=0, 
then 
a=1 or l+a+a?+ta'+af+...... ol) 
Let all the special roots be divided into six groups by the following 
scheme : — | 
A= a Lo Fao Leo, 
B = ete + a +o” +. a + a, 
C= a* + a am a” + a? “le a È 
D= La Ta in +a En", 
H=a*+a%+a +a"+a"+ a, 
and F=a”+a58+a%+a° +a* +a”. 


It is evident that: 
A+B+C+D+E+F=(a+a°+a'+a'+...... +a)=-1. 


By actual calculation it is found that: 


SAB=—15. 
Similarly ZABÜ=28, 
ZABOD=15, 


ZABCDE = —38, 
and ABCDEF=-1. 
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Hence the sextic is found to be 
の + 7° — 15y* — 2873+ 157° +387,—-1=0('). | 
2. Let a be a special root of 
ec’ —1=—0, 
then 
a=l or lt+a+a’+a’'+a‘+...... +a'=0. 


Let all the special roots be divided into six groups by the following 
scheme :— 


A=ata*+a+a*+a%+a%+a?*, 
B= a +a" +a"ta%+a + a +a”, 
C= &@+a’+a%+a¥%+a*+a% +a", 
D=a"ta°ta"+a"ta° +a° +0, 
E -a*+a"+a%+a°+a® +a +a0%, 
Fa +a" aa" +ai+a +a”, 
It is evident that 
A+B+C;+D+#H+F=(at+a'+a+at+.-... +a°)= —1. 


By actual calculation it is found that: 





24B=4. 
Similarly DABG=23; 
| SABUD=GT, 
2 ABCDE=93, 
and ABCDEF=44. 
Hence the sextic is found to be 


+7 + 47-237 +677 —937 + 44=0(* ). 
DL De A epanial robttot 


ec —1—0, 
then の - or 1 十 @ 十 の 十 の 二 ………- Lañ—0. 
(1) I should like mention that I have received help in calculation from Pandit 


Shukdeo Chaubey. 
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Let all the special roots be divided into six groups by the following 
scheme :— 
A= = の + a+ a + a + a! + | Oa ar HOT rau 
B=a? +a" +a8+a% La® + a" Lat a8 + di” +a" +a, 
C=a' + a®+a%+a%+a%+a¥+a%+a*+a"+a%+a", 
D =a +a*+d OO Lo Ta. +a" +a%+a®%, 
E=a*+aq" HER の クト の as + a ョ = a» ara ro 


and F= GE oo es a È a + a” + oe a?! ch at + qu ag, 
Then it is evident that 
A+B+C+D+E+F=(ata°+a3+...... + a) 
= — ]. 


By calculation it is found that 

AB=2a +0° +40’ a: 440 490 + a +48 +2091 2a" Te Enz 
+20" + 20° + 20° + 2a" + a + 2a” + 0% +a" +20” + 208 + 2a? + 2a” 
+ a% +40” + a La” HR Lat La? 10? La La + ar 420008 
+20” +20 + a+ dat + 4a%4 a" + a+ a+ a +a*+2a" + a+ ad! 
44a” +4a® + 2a + a+ a® + af 440% 42a" + a + a + 2a + a® 
+ 2a* + 2a®+ 40%, 

BC= a + rc: za! + +4054 Ua +a’ +a +40" er 
+ a + a! +4a1°+ dot 4 208 1 Aa? + 2a? +a + a” +4o®F ao 
+ a% + a” +20? + a? LOL 2a a” + 20" Lara As 
+2a” +40” + の 0 +2a"+ a+ a®4+2a%+a® 42a" + a +2a0® +4a'° 
+20 + 2a" + a® + a + dat ta Ha +2 + a Ha? + a® +2a% 
+ a + IT, 

CD= 2a + a: + +20 + a + a +4a’+ ad+2a’+a + Aal 4a” per 
+20" +20” + al + a + a+ a! + da + 2a! + 2a” + a+ 24 + 2a? 
+ 2a%+ a” + a+ 20° + a+ 4a + da? + 2a? + da + 2a + 2a + a” 
+40%+ a” + 2a +40! + a+ a+ a+ a® +404+2a7+ a® + a 
Hat tai tar art 0842901 291 a La + Da ne 


+4a" + 2a%+ a + a. 
Calculating all symmetrie functions of the type AB, we find that 
LD AB=33+27(a+a°+aì+...... + a) 


= 
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By calculation it is found that 


ABC= 19a + 19a? + 20a? + 19a + 200° + 17a + 26a’ + 20a + 19a? + 17a 
r 26a" + 26a" + 19a" +19 + 19a + 17a + 17a” + 19a" +19a” 
+ 26a” + 19a" + 19a? + 17a? + 19a* + 19a + 19a + 200” +190 
+ 19a” + 19a” + 26a" + 26a”+ 19a? + 26a** + 19a” + 19a +170” 
+26.” + 17a”? + 19a + 26a" + 20a” + 2004 + 19a + 200° + 26a 
+ 19a" + 19a% + 17a® + 190° + 19a" + 20a" + 20a® + 17a" +190" 
+ 19a**+ 19a" + 20a% + 19a” + 190” + 19a® + 190" + 260% + 19a* 
+17a® + 20a*+11. 


Calculating all symmetric functions of the type ABC, we find that 
SA BC=852 + 398(a + a? + a> +... + af) 


= — 46. 
Similarly 
SABCD=8399 + 8296(a4+ a +a +... a”) 

—123, 

SABCDE=14256 + 14495(a +a°+ a+... +a) 
= —169, 

ABCDEF=27049 + 26482(a+ a+ a? + +++» +a”) 
= OL 


Hence the sextic in question is found to be 
7° + 4° + 6y' +467 +1237°+ 1697 +617 = 0. 


4: If p is a prime number and の a factor of p—I, there is an 
equation of degree 9 with rational coefficients, each of whose roots is the 
sum of (p—1)/q of the primitive pth roots of unity; no such pth root 
occurring in more than one of the sums. 

The cases for 9=2, 3, 4 or 5 have been completed by the combined 
efforts of many distinguished mathematicians including A. Cayley, Miss. 
Charlotte Angas Scott, L. J. Rogers and W. Burnside. 

I will now consider the same problem when 9=6, for the prime 73. 

Let a be a special root of 


x—1=0, 


then a=1 or 1+a+a°+a?+...... +a?=0. 
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Let ail the special roots be divided into six groups by the following 
scheme : 一 


A= à + a+ @+a"+ a +-a™%+a"%+1a+a*+a%+a%+a®, 
B= a+ a+ a+ a + a+ a+ a8 +a8+a% +a" + a +a", 
C=a% + a+ a+ a + a ta tat ta" +a" ta 56 + Qi La, 
D = + a+ a+ a + at + a +La'+ta3+a8+a%+a2+ a, 
E=at+ a+ dt + LP + a La a? + al + a Las, 


F=a" +a" an’ +a a Sigla Pag +a aa". 
Then it is evident that 


A+B+ÜUÜ+D+E+F=(ata’ ++ ee: +a’) 
=—|. 


By calculation it is found that 


AB= 22 + 3a” + 20° + 87 十 8 の La +20’ + 2a? Ta 1 Da Ban 
+3a + 0174308 3a!’ + 3a" + a +4" 3074 2a" +30? Pa aoe 
+ a”? +3a" + 3a” 3a” + 3a” + 3a” + 3a” + 30° + 38a” +3” + 3a” 
+ a®+ 3a 1204302 + 229 + 3a? oO" La Da PATES 
+3 LIT a? Pa LI + a” DO 
4-3q + 2a”, 

ソー 3a +-3a'+ a’ +20°+ 3a 20° 480 + 8a" 307 a oe ee 
+ 9a" +3a" £380" + Bat + 3a? 4 a” +52 2074 3a" 23005500 
+9a 4 3a + a? 494$ +3 a* +4%+a"%+a"+a*+ Bar 2a +a™ 
+8a%4 3a? 38a%+ 3a4+ 20? +307 2a" JA PEST 
Ha + 8a" + 908 30 EI Lat 4290194” 2 Sa" oa eee 
EZ a on ad, 

EF=a+3a”+a°+3a5+ 3a°+ 2a’ + af + a? + 2a" + 38a" +30 + 3a” + 3a 
+ 30 4. 227 4.314 Bal4 8a” L 2A 12a at 4+-B3a FI 
+3a® + 3a” + Ba? L BI Ba" + But + Ba” 3074 Bar PRE 
+3a*+. a8 + Ba" + 308210 + 20%4 20% Sa" oa ee 
+ 3a? + 303 LIEF + Ba" + VAS + a" Ea” Baar 
FOO 上 309 2.07. 
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Calulating all the symmetrie functions of the type AB, we find that 


SAB—30(a+a+a+. +a") 
= — a0: 


By caleulation it is found that 


ABC=18a-+ 27a?+ 18a'+ 27a + 21aÿ + 27a? + 24a’ + 18a°-+ 18a? + 24a” 
+21a" + 27a" + 24a” + 24a! + 21a + 27015 + 24a 12708 + 27o'9 
+24a” +24" + 244” + 27a? + 18a" + 27a” + 214% + 18a” + 2148 
+ 24a” + 24a” + 24a?! + 27a” + 21a”? + 24a4-270® +27 G+ 2707 
+27a + 240% + 2la” + 27a" + 24a” + 2408 +240 21a + 21a” 
+18a' + 21a" + 2748 + 180° - 2705 + 2409 + 240° + 29408 + 278% 
+27a% +240% + 27a” + 21a + 24a” + 244% + 27a + Qa” + 2408 
+18a% + 184% + 24a% + 27a” + 21a$ + 270? +18 + 27a" + 18a? 
+36. 

Calculating all the symmetric functions of the type ABC, we find 
that 
SABC=504+4473(a +a? bait ee +a”) 
= 504 —473 
ai: 
Similarly, 
S ABCD =4464 + 4258(a +’ + a+... + ql) 
= 4464 — 4258 
= 206, 
D'ABCDE=20304+20454(a+a"+a}+............ +a”), 
= 20304 — 20454 
= —150, 
and ABCDEF=40824+ 40905 (a+ a’ +a?’ + rer. +a”). 
= 40824 — 40905 
— — 81. 
Hence the sextic in question is found to be 


+9 —307 —317 +2067 + 1507 —81=0. 


Cyclotomic Quinqui-Section for the Primes 1621, 1721 
and 1741, 


by 
PANprm OupH UPADHYAYA, Calcutta, India. 


The problem of cyclotomic quinqui-section was attempted by A. 
Cayley in the Proceedings of London Mathematical Society(!), and he 
considered the same problem again in a second note(?) in the Proc. of L. 
M.S.; but he was not able to solve the problem completely. 

The same problem was considered also by H. W. Lloyd Tanner(*) 
in the Proc. of L. M.S. Miss Charlotte Angas Scott( *) considered 
the problem of Quarti-Section and Quinqui-Section in the American Journal 
of Mathematics. She made the following remark in her paper: “The re- 
maining term I have not succeeded in finding.” She was not able to 
find the expressions for the constant term in the period equation. 

L. J. Rogers completely solved the problem of quinqui-section in the 
Proc. of L.M.S., vol. 32. There he has shown that the problem of quin- 
qui-section depends upon the solution of two diophantine equations. Fairly 
recently the same problem has been considered by W. Burnside in the 
Proc. of L.M.S., 1915. There he has shown that this problem depends 
upon the solution of two diophantine equations, which are as follows :— 


12’p=[4 p—16 —25(A+ B)P+1125(A-- B)’+450 (C°+ D*), (1) 
O=[4 p—16—25 (A + B)|[A—B]+3(C?+4CD-D*). (2) 
The period as given by W. Burnside is this:— 


Bh oe AS ay eerie nen rer 
7+9 = (P + fs Pl + B) a BS oe 


pit A B) - a yep 
us pri) N po] 708 Lt 





) The binomial equation ar—1=0; quinqui-section, vol. 13, pp. 15, 16. 
) The binomial equation æ?—1—0; quinqui-section, vol. 16, pp. 61-63. 
) On binomial equation x?—1=0; quinqui-section, vol. 18, pp. 214-234. 
) American Journal of Mathematics, 1586, vol. 8, pp. 261-64. 
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These three formulae, practically, were first given by L. J. Rogers 
with different notations, but in this paper I have adhered to the notation 
of W. Burnside. So far as I am aware the first two equations have 
been solved by him for the primes 11, 31, 41, 61, 61 and 71; but the 
period equation was not calculated by him even for all these primes. 

The object of this paper is to solve the two diophantine equations 
for the primes 1621 1721 and 1741 and to calculate the period equations 
for the same. 


1. Calculation for the prime 1621. 


In the first equation let us substitute the value of p, supposing that 
A+B=261, then by the first equation we get: 


[4 x 1621 —16 —25 x 261]? +1125 (4 — B)’+ 450 (C?+ D’) =144 x 1621 
or 1125 (A— B) + 450 (C? + D?) = 233424 — 3249. 
Now if A-B=1], 
1125 x 1°+ 450 (C* + D*) =230175 


or (C+ D°) 450= 230175 —1125 
or C? + D'=509 

= 22?+(—5). 
Therefore Ces agenda) — 5: 


And because 4+ B=261 and ET, 
4=18L, B-=130. 


Substituting these values in the second equation we get 
[4 x 1621 — 16 —25 x 261] [1]+-3{22°+4x22x(—5)—-(—5)}=0. 


Thus it is clear that these values (4=131, B=130, C=22 and 
D= —5) satisfy both the equations. 

Substituting these values in the third equation we find the period 
equation to be 


7° +7'—648 7° +843 7 + 20671 7 + 30037 =0. 
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2. Calculation for the prime 1721. 
With the help of the first and second equations we find that 
A=130, B=141,"C=15 and D=2% 


Then by substituting these values in the third equation, the period 
equation is found to be 


7 +7 — 688 7 —2547 7° + 17281511 7 + 146323 =0. 


3. Calculation for the prime 1741. 
Solving the first two equations we find that 
A=131, B=142, C-14 and D=5. 


By substituting these values in the third equation we find the period 
equation to be 


‘7 +7'—696 7 — 3273 74° + 69835 7 15099120 
































= Coeff. | Coeff.| Coeff. Coeff. Coeff. | Constant 
Bann a B C D of n> | of nt| of n of 7? of n term 
162 | 131 | 130 | 92 | =5 | 1 1 | —648 843 20671| 30037 
1721 | 130 | 141 | 15 a 4 1 _— 688 | —2547 | 17281511] 146323 
1741 | 131 | 142 | 14 5 Ti 1 | —696 | —3273 69835 | 130931 








Some General Formulae in Symmetric Functions which 
depend upon Cyclotomic Tri-Section, 


by 
PANDIT OupH Upapuyaya, Calcutta, India. 


The object of this paper is to determine some general formulae in 
symmetric function which depend upon cyclotomic trisection. 


Let it be supposed that 7,7, and 7, are the roots of the period 
equation 


ゲオ ガー vt 2-5 (p+ P).20, 


where p is a prime of the form 6n+1 and a’ is that integral value 


which is obtained by equating 3a’—2 to that value of V a which is ob- 
tained by representing 4p in the form a?+3 が . 
Thus it is clear that 


2m=—1, 274,7,= ガード 


3 
and 
; a | 
pates (pa EB Pp). 
a ゲー( マ ゲーテ 32 の の 
m -(- 

Eh 5 

sy 

mica 


Case II. 2 jy = (= %) Em! hom) +3 20142 


2p+1 , p-1 IE 1, pel 
ON 
IRRE HAN er 


cie 2 (pa'+ PEL) 
aie pa + 3 9 
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Case II. I n=m (M+9)+9 92+9)+N? (M+) 
= (—1—) +97 (-1-9)+972° (一 トーク) 


= -(!n+27) 
le m 
Con) 
Case IV. 2 79 919:=909192 (2 90) 
hen 
(rt) 
Case V. Simo m = (= om) — 22 70 MN: 


sa PI) = ‚Pl 
(a BEINEN: ) 
1 {(p—1) +2 (pa +22 
9 3 | 
Case VI. S n:9 = oI Iz (7071) 
1 , , pol — 1 
em) 
AG 3 3 


= Pal (pa p—1l\(') 
D AU >) 





Nees in ie | RAI (TS 
(1) 1 should like to mention that I have received ver = 
y much help from P 
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The Extremal Chords of an Oval, 


by 
TSURUIOHT Hayasut, Sendai. 


For an oval there is one and only one maximum chord in a given 
direction. The length of this maximum chord varies as the direction 
varies. This note aims to determine analytically the positions of the 
extrema of such a maximum chord and to prove some inequalities relating 
to their lengths. 

1, The cartesian coordinates (x, y) and the polar tangential coordi- 
nates (p, ©) of a point on the given oval are connected by the relations 


の sin の 一 COS @=p, 
x COS の 十 Sin g=p', 


where p' denotes the first derivative of p with respect to ©. From these 
relations we have 


x=psin y+ p' cos の 。 
Y= 一 2 COS © + p' sin の . 


The equation to a straight line parallel to the tangent to the oval 
which makes an angle equal to o with the positive direction of the x-axis 
is 

—z sing +y cos o=P, 


where P is the distance of the ‘straight line from the origin of coordinates. 
Changing the value of P, the part of this straight line within the oval, 
that is the chord of the oval, changes its length. Fixing the value of 2, 
I will find first of all the value of P for which this chord becomes 
maximum. | 

Let (x,,71) and (a, y,) be the cartesian coordinates of the extremities 
M, and M, of such a chord respectively. Then since the cartesian coor- 
dinates of the foot Æ of the perpendicular dropped on the chord from the 
origin of coordinates are 


(—Psin e, P cos ¢), 
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we have 
a, = — P sin の 十 0, cos の 
y= ア co8 の +P,8ino; 
æ, = — P sin の 一 / cos 9, 
Y= Pcosg —p,sing; 
where 6, and p, stand for the lengths of FM, and FM, respectively. 
These coordinates may be expressed in terms of the values ©, and o, of 
@ at the points M, and M,: thus 
&,=p(gı) Sin の 」 十 の (91) 608 9ı, 
Y= —p(gı) cos の 」 十 が ( め の) Sin gi; 
%=p($;) Sin の 。 十 の (の ) COS Le, 
7 デー の (の ) 608 の 十 の (の 。) sin の >・ 


Fquating these values to each other, we get 


P= —p (g.) cos (の ー め ) 一 の ( め ) sin (991) 
ーー の ($2) cos (と の) 一 が (の :) sin (9-92), 
and 
P= —P (91) sin (の ー め りり が ( み ) cos (991), 
9=P (¢2) sin (の ーー の) 一 の (の 。) cos (の ー の >)・ 
From these formulae, we get 
MAF Ps) — cot (y—¢,)—cot (p—¢1). 
dP 
Hence in order that p,+, becomes maximum, we must have 
D=YTrR. 


Hence we get the theorem: The tangents to the oval at the extremities of 

the maximum one of the chords having a fixed direction are parallel. 

This is easily proved by adopting Fermat’s principle, by.'considering a 

s’ender parallelogram of which two opposite sides are parallel and equal. 
In this case 


P=—p(¢,) cos (¢ —¢,) — p'(¢,) sin (の ーー の) 
= p(y, +7) cos (Y—¢$1) + p'(¥i+ 7) sin (ター の ) (1), 
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whence 


i P(L:) + P(Git- 7)} cos (o—e)+{p(a)+p(o+r)}sin(o—e)=0 (2), 


and 


Prt PZ PIT + m) }sin(y — 9.) + {p(2)+p'(1+7)}c08(0+ $1) (3). 
The value of ©, for the maximum chord is found from (2) and then the 
value of P from (1). 

2. Now let the value of e change from 0 to 27, and let us find 
the extremum values of Pr pyaeisen DY (3). 

Using (2) and (3), we get 


d (Pı の ) = 


e =—eot(p—y,){1P (fi) + Pe + m) ee 
の 


ー IP(L)+P(A1+7)} cos (の 一 の )) 
So we are to distinguish two cases in order to equate this expression to 
zero. 

Case I. cot (¢ —¢,)=0. 

In this case, | 

cos (g—,)=0, sin (g—ç,)= +1. 
Hence 
g_ g,=(2n+1)7/2, 


where x is equal to zero or an integer. But 


lg-gl<z, 
and we can assume ¢, greater than e. So the only admissible value of 
n is — 1, so that 

Y,=¢ + ES (4). 

2 
Hence every chord under consideration is a double-normal of the oval, i.e. 
the tangents at the extremities of the chord are perpendicular to the 
chord. This is also easily proved by adopting Fermat’s principle. But 
to do so we must consider a slender quadrilateral of which one pair の 
opposite sides and two diagonals are all equal to one another, what is not 
agreeable consideration. 
By virtue of (4), equation (2) becomes 


P(¢)+p(Atxz)=0 (5). 


From tless two equations (4) and (5) we get the required values 
of ©, and then ¢. 
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o, and ¢ thus determined, we have 


=p (みみ ) ニ テー の が (pyıtr) 
and | 
Pit Pr2=p (fi) +p (tm). 

Case IL. 


ip(e)+p(atrisn(oe-w)={p(s)+p(ntr)} cos( め ー み ) (6). 


Squaring and adding the equations (2) and (6), we get 
P(P)+P (Pit SO (7) 
pp) TPG. + 7) =0. 


In general we have the extremal values of the maximum chord 
0,+: and the corresponding values of y, and then those of ~ are to be 
found from the two equations (2) and (6). But from these two equations, 
equations (7) are got. Therefore の is not determinable and so ¢, is also 
quite arbitrary. Therefore from (7), we conclude that the curve is à 
curve of constant breadth zero. 

Therefore we arrive at the thesrem: The extremal chords of an oval 
p=p(0) are double-normals of the oval, and their positions are determined 


by the equation 


の (の) + P(t z)=9, 
and their directions by 


9= 9 
Dai 9 iS 


and their distances from the origin by 
P=p(g)=-p(pıtr), 
and their lengths are equal to 
p(a)+p(nitr) 


so that any one of the extremal chords, the tangents at its extremities and 
the perpendiculars dropped from the origin to these tangents form a rectangle. 
In the equation 

Pp) +p'(P.t z)=0 


gives us an infinite number of values for g,, a part or the whole of tde 
curve consists of a curve or curves of constant breadth. 
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3. If D, Land F' be the length of the greatest chord, the total 
perimeter, and the area of a given oval respectively, then the inequalities 


2D'=LD-4F=0 (8), 


hold good, as I prove later. 
The inequalities are remarkable, since, if this be true, we have the 
relation 


—ID> F= —-DiL-2D) (9), 


which gives us the upper and lower limits of F for ovals whose greatest 
chord の and whose perimeter Z are fixed. Between D and Z of ovals 
whose greatest chord is fixed the inequalities 


2D<L<E xD 


hold good, for the former part is true for the thinnest oval flattened 
along the given chord and the latter part is proved by A. Rosenthal 
and O. Szäsz(!) to be true in case the oval is a curve of constant 
breadth D. 

Now I proceed to prove inequalities (8). 

As I have already shown the tangents at the extremities of the 
greatest chord are parallel and perpendicular to the chord. So enclose 
the oval within a rectangle, one pair of whose opposite sides are these 
tangents and the other pair of whose opposite sides are those tangents 
parallel to the greatest chord, and let the distances of the latter tangents 
from the chord be d, and d, respectively. Then since the perimeter of 
the oval is not greater than the perimeter of the enclosing rectangle, we have 


L=2(D+d,+d,). 


Moreover from this figure we have 


Vos 





5 Da, +4 Das 
Combining these relations 
4F=D(L-2D)?) (10), 


which is the former part of (8) and the latter part of (9). 





(1) Eine Extremaleigenschaft der Kurven konstanter Breite, Jahresbericht d. Deut- 
schen Math.-Vereinigung, Bd. 25, 1917, pp. 278-282, [p. 279]. 

(?) This relation holds good if D be the length of any double-normal of the oval. 
It is not necessary that the normal is the greatest. 
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From (10) 
2D = LD-4F. 


But it remains to be proved that LD—4F is not negative. 
By a Blaschke inequality( ' ) 


ed ri 


the sign of equality existing in case the oval is a circle, and by the 
Rosenthal-Szäsz inequality above-cited 


RL, 

the sign of equality existng in case the oval is a curve of constant breadth. 
Hence 

A, 
Multiplying these inequalities together and extracting square roots of both 
sides, we get 

リガ ルド トー と 
the sign of equality existing in case the oval is a circle. Hence バリー4 F 
is not negative( * ). 


4, Let as before (p,¢) be the polar tangential coordinates of a 
point on the oval and let 0 be the radius of curvature at that point. 


Then 
L=/" VE: =|" 2 mane) 
0 do 0 


and 
2 F=[" の de. 5 de=f "pp dp. 
0 


Let o, and p, be the greatest and least radii of curvature of the oval. 
Then by (11) + 


2 7p Oe A a (13). 
Again by (12) 


Pi 1} ‘pds >2F>p, Î " pdg (14). 
0 0 


(1) Kreis und Kugel, 1916, Veit and Co., Leipsic, p. 31. 
(2) I express my thanks to Prof. Kubota for his kind advic2 on this proof. 
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But 
[re=f “(p+r')d= [one (15). 
Hence 
2 mp, =" pdy 22 xp, 
Hence 


HOT 0) (16). 
Hence by (13) and (16): 


The perimeter or area of an oval lie between 
the perimeters or areas of the osculating circles whose radi are greatest 
and least respectively. This theorem due to Hurwitz and Blaschke is 


found in Blaschke’s “Kreis und Kugel,” p. 116(*). 
By (11), (14) and (15) 


(i bee oF = 0, L. 


Compared with inequalities (9), we have 


| 


| 


[TA 
SISI 


pel? (1-2 =), 


© 


~ 
i) 


February and September 1922. 





(1) The same fact is true 


for the area contained between a given curve and its 
evolute, because the formula for the area is evidently 


a] er 
2, p2dy. 





REBRBBRE 


+ (a an NN 


Fer Fan 


IW を 
“AR Oe 


MA 
A. — 
we 
Pr ul 


en 
THE 

TOHoKu 

MATHEMATICAL JOURNAL 


de 





ぷう 
a? 

Aas 
Pr“ 


Edited by 


T. Hayashi, 
M. Fujiwara, T. Kubota, 


with the cooperation of 


Y. Okada and T. Takasu. 


Vol. 22. Nos. I, 2. 


(One volume consists of four numbers. ) 


December, 1922 


THE TOHOKU IMPERIAL UNIVERSITY, 
SENDAI, JAPAN. 

















di 


4 
ロム 
MK 


Eyes 
N) 





UNIVERSITY OF ILLINOIS-URBANA 


510.5T0 C001 
THE TOHOKU MATHEMATICAL JOURNAL SENDAI 


| 


22 1922-23 


| | 


0 


INN 


3 0112 0168492 





